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第 1 章 


关于 Baire 定理 等 的 真 假 


在 省 函 分 析 教 科 书 中 ,一 般 都 有 一 条 基础 性 的 Baire CM, € 
是 说 ，“ 每 个 完备 度量 空间 都 是 第 二 网 的 ”. (例如 可 参看 [1], p37). 
但 在 1994 年 的 € Mathematical Reviews 8 中 介绍 说 ， N. Tsukada 
在 1993 年 构 作 了 一 些 党 备 度 量 空间 ， 它 们 不 是 第 二 网 的 . LR 
刊 第 94f54063 导 评 介 ). 以 上 似乎 是 两 个 互相 矛盾 的 结果 ， 但 其 实 
PR. 原因 在 于 , 这 两 个 结果 是 分 别 在 不 同 的 集合 论 公理 基础 上 得 
H Ay. 

WISE h ATRA DES, 我 们 知道 , 在 E. Zer- 
melo 与 A. A. Fraenkel 的 集合 论 公理 体系 ZF 基础 上 (ZF 可 以 直 
观 地 看 作 人 和 们 通常 所 理解 的 朴素 集合 论 ， 但 不 包含 选择 公理 ), 可 
以 加 用 选择 公理 AC, 也 可 以 加 用 与 之 相反 的 “ 非 AC”. (确切 地 说 
就 是 ， 恕 果 ZF RA, W “ZF+AC) 和 “ZF+{ 非 AC)” 也 都 不 予 
A.) 与 此 类 似 地 ， 可 以 在 ZF 基础 上 加 用 一 种 出 AC 较 弱 的 “相依 
选择 公理 "DC, 也 可 以 加 用 与 之 相反 的 “ 非 DC". (确切 地 说 就 是 ， 
WS ZF ARF, Wl "ZF+DC” 和 “2ZF+ 非 DC” 也 都 不 矛盾 . ) 关 
于 这 些 ,我 们 不 在 此 证 明 ， 读 者 只 须 暂 时 承认 即 可 . 【其 证 明 可 参 
看 Th. Jech 的 专著 [2]). 


为 了 解释 上 述 关 于 Baire 定理 的 表面 矛盾， 我 们 在 本 章 ELS 
§5 中 证 明 ， 在 ZF 基础 上 ， Baire 第 二 网 定理 是 与 DC 等 价 的 ， 
这 原 是 R Goldblatt 在 1985 年 的 ja 中 得 到 的 结论 ， 以 下 的 论证 
主要 就 是 由 [3] 中 抽取 素材 而 改写 的 ， 

另外 ， 我 们 并 在 86 中 附 述 一 些 性 质 类 似 的 结果 ,涉及 Hahn- 
Banach 扩张 定理 以 及 Lebesgue 测度 方面 一 些 情况 . 

根据 各 种 不 同 的 无 予 秆 性 结果 , 如 果 有 必要 的 话 ， 我 们 完全 可 
以 在 各 该 基础 上 发 展 内 容 不同 的 分 析 数 学 . 这 正 像 欧 氏 几何 与 各 
种 非 殉 几何 间 的 英 系 一 样 , 所 以 , 我 们 不 能 笔 统 地 谈论 一 条 命题 的 
真 虱 ， 只 能 谈论 它 在 各 种 不 同 的 无 希 盾 理论 体系 中 的 对 错 ， 


81 几 个 等 价 的 命题 


我 们 先 写 出 几 个 命题 ,然后 利 几 通常 的 材 素 集合 论 ( 即 相当 于 
ZF) 证 明 它们 的 等 价 福 . 

命题 1 (Baire 定理 ) 每 个 完备 度量 空间 都 是 第 二 网 的 . 

命题 2 F(X, p 是 一 个 完备 度量 室 间 ，Gntn =0,1,2,3,--) 
E X 中 一 系列 稠密 的 开 集 ， 则 A Gn 在 X PAR. 

SES 若 (P<) 是 一 个 偏 序 集 ，Da(n = 0,1,2,3,…) BP 
中 一 系列 稠密 的 子 集 ， (此 时 ， DCP 为 稠密 的 含义 是 ， 对 每 个 
pe P 都 存在 de DER d <p). 则 对 每 个 pe P, 都 存在 一 个 序 
Bj jiw — P (w 为 自然 数 集 ) 能 适合 


(i) f(0) = p; 
(ü) *H-— new BA fint 1) < f(r); 


AE 4(DC) # A 是 一 个 非 空 集合 ， REA EF ARS TF 


列 性 质 的 二 元 关系 
WH-cCAMBE y < AUS zRy. 
则 对 每 个 a € 4 BATE TRAPS f: w -一 4 能 适合 : 


í f(0) = a; 
(ü) WH m € o MA f(n)Rf(n + 1). 


82 由 命题 1 证 命题 2 
这 是 泛 函 分 析 书 中 常见 的 . 我 们 依据 [1] 简 述 如 下 : 
令 4=X- [Ga = (KX - Ga). (1) 


n=0 n=0 


对 每 个 me o, 由 Go 是 X 中 的 稠密 开 集 及 [ljp25 命题 14-4 M 
(X — Gq) 是 在 X PRIMAR. ATE (1) 及 第 一 纲 集 定义 ( 见 
[p26) 知 4 是 第 一 纲 集 ， 再 由 [1] 中 Baire 定理 的 推论 ( 见 [jp38 
第 2~3 行 ) 即 知 Í) G, 在 X 中 稠密 


§3 由 命题 2 证 命题 3 


W (P, <) 是 一 个 任意 给 定 的 GES) AR. 
(8.1) 以 C 记 一 霓 适 合 下 烈性 质 的 序列 : o — P 所 成 的 集 


CE 
F0) 2 f0)> f(2) 2 
# C 中 定义 一 个 度量 d 如 下 : 


1 
dfo = _ ` _ H; 
jara I 
d(f,g) = 0, (4 f = HH). 


sss — awer 


Pm (Cd) 构成 一 个 度量 空间 ， CS F. g, h BR, 可 如 
二 证 明 三 角 不 等 式 : + 
k = (E fin) Z gimn) 的 最 小 n), 
l= (8 g(n) Z hin) HH h n), 
m = (ff fin) Z hin) 的 最 小 mh)， 
p= min(k,D, 
J) L p < m. 从 而 有 


d(f, g) + d(g,h) = 1 L 


1 
Kiti pri t EA 


1 1 
> FI Z aad = d(f,h). 
A RN 39 br 3 2 RA. 
FREER ERS (C, d) 是 完备 的 . 
设 Uo fis fos fB... +} 为 (C, d) 中 任 一 Cauchy 序列 . 
对 每 一 自然 数 7, 在 在 自然 数 N. 能 使 当 uv > N, 后 有 


dlha f) < Ep 
以 NT 记 此 种 N. 中 之 最 小 者 ， 又 由 的 定义 可 知 
(使 f) # fh) BRR hn) > r. 
所 以 fur fe Æ {0,1,---,7} ER. Fem: 
fN: fnt Jne 6 {0,1,---,7} CARRA. 


由 以 上 又 易 见 有 NGS NTS A; <ç -:: 
现在 定 习 一 个 序列 g: o 4 P 如下: 


a(i) = fy; (i) (¢ = 0,1, 2,3,---) 


hima fic C TH g eC, 这 是 因为 


g( = fn: (2) = fue, GG) 2 fry, + 1) = oe +1). 


a+1 


(其 中 第 二 个 =” 是 根据 上 述 ， “>” 是 由 于 fw € C). 
以 下 证 明 ， {fo, h. fz faee} REE d HAT g- 
任 给 < > 0, FERRE r HA < 5. mN 后 ， 有 


dU fms Enz) < (由 N? HR). 


— 
r+1 
又 由 g 的 定义 易 见 g 与 fw: 在 (0.1... r) 上 的 值 相同 ， 所 以 由 a 
的 定义 可 知 


1 
dig, fs) < PEL’ 


HUECK d ARREARS: 33 m Nt R, BA 
(fm, g) TE 


(3.2) 设 Da (n = 0,1,2,- 0) Æ P PR-RABET SHR. 
对 每 个 自然 数 n, 令 


Sn = {F € C | (FRM) n D.A). 


(3.2.1) 现在 证 明 ， S, 是 (C,d) 中 的 开 集 . 

任 取 f € Sa 由 S, 定义 可 知 存在 一 个 最 小 的 自然 数 m 能 使 
f(m) € Da: Ü BC, E) 记 C 中 以 了 为 中 心 以 —— 为 半径 
的 开 球 .以 下 说 明 B(7 一) E Sa 

IER g € BEF), Malia) < sha 从 而 易 知 9(m) = 
f(m) € Dy, MEL g € Sn. 

(3.2.2) 再 证 S, È (Cyd) HERET. 


性 给 feC RCL f yh fB AFR B(S, £) (z > 0). 
取 适 合 oy <= 的 壤 小 自然 数 m. 由 FEC 有 


F0) 2 JO) 2 7 2 fim). 


再 由 Ds 在 搞 序 集 (P, >) 中 的 稠密 性 知 存在 pe D, BEE fm) > >. 
WEEN As w 3 P WF: 


h(i) = fi), (4 t=0,1,---,m); 
h{i) = p. (34 = m+ 1,m + 2, ). 


M| h€ C Ape (h HM) OD, 所 以 he S... XAR 


d(f,h) < 


<= 
m+i ; 


Pre h € B(f,e). 从 而 S. 个 B(f, s) TE. 
(3.3) 由 (3.1) É (3.2) 及 命题 2 可 知 


() Sn 在 (c,d) PRE. (2) 


n= 
WEES EM pe P. 定义 一 个 下: w 一 P fl F: 
k(i) = p, (i =0,1,2,---). 
Hl hE C. 取 C 中 的 开 球 BCA, 1), 由 (2) 知 
(N $» ) 3,1) 不 空 . 
n=0 
任 取 此 交集 中 一 元 f, Wi: 


G) H f € B(k,D 3 d(f.k) < 1, AT f(0) = k(0) = p; 
(ü) H f € C M: 对 每 一 new 都 有 f(n+1) < fin); 


(ii) 由 fe (| S, 知 ， 对 每 个 ne wf € S. 再 由 S, 定义 即 
fat (的 值 城 )nPD。 不 空 


§4 由 命题 3 证 命题 4 


EAA ERRE, RAA 上 一 个 适合 命题 4 题 设 的 2 元 
关系 . 
& P 为 由 一 切 如 下 的 有 限 序列 laoa ean) 所 构成 的 集 
aofia, a1 Rag, --+,dy—1 Ran. 


(n= 0,1,2,3,---). 
对 成 中 的 元 素 定 多 一 个 偏 序 所 如 下 : 
(p < q) BR >á (q 是 p 的 一 个 前 节 ), 
(也 即 ， 当 且 只 当 p = (aom any B q = (ao,G1, ym)》 且 


m < m.) 


再 定义 P HETE Da (m = 0,1,2,-+-) WF: 
D, = {pE P |n E {的 定义 域 )}. 


对 每 个 n, 由 关于 RHEES: P 的 任何 元 素 g 都 能 扩张 为 Dn 
中 一 个 元 素 p(B: q 成 为 p 的 一 个 前 节 ), AT g 2 p. 所 以 ， Da 
是 P 的 称 密 子 集 ， 
任意 给 定 一 个 元 素 a E 4 之 后 ， 令 p= (a) € P. 由 命题 3 知 

存在 f: w — P 能 适合 

f(0) = p = (ab; 

| 对 每 一 nEw 都 有 : J(n) 是 f(n+ 1) 的 前 节 ; 
对 每 一 Da, (了 的 值 城 )mD。 不 空 . 


由 以 上 性 质 及 P 的 定义 即 可 看 出 , 利用 诸 f(n) BTU E BAS SF 
合成 一 个 序列 9: w 一 四 使 
po = a; 
对 每 一 meEw # g(m)Rgimt+ 1). 


§5 由 命题 4 证 命题 1 及 总 的 结论 


由 命题 4 证 命题 1, 可 参看 通常 泛 遂 分 析 教 科 书 中 的 证 法 ， 例 
如 [1] p.37—p.38. | 

把 82 圣 84 的 内 容 与 此 结合 起 来 ， 就 知道 : 在 ZF 基础 上 ， 
Baire 定理 与 DC( 以 及 与 命题 2, 命题 3) 是 等 价 的 ， 

再 与 $ 中 所 说 的 集合 论 结果 结合 起 来 ， 就 知道 

一 方面 ， (在 ZP 不 矛盾 的 前 题 于 )*ZF+(Baire BR) KF 
E. 这 就 是 通常 数学 书 中 的 讲法 ， 

另 一 方面 : (É ZF 不 矛盾 的 前 题 下 )“ZF+ JE (Baire 定理 六 
也 不 矛盾， 这 就 是 Tsukada 的 构 作 的 理论 基础 . 

至 于 ZF 的 无 媚 盾 性 ， 可 以 说 是 至 今 公 记 的 . 


56 RER MA REP 


在 公理 集合 论 与 分 析 数 学 基础 内 容 的 关系 方面 ， 还 有 不 少 类 
似 的 研究 ， 也 都 是 值得 注 悉 的 ， 例 如 ， 

(D 在 泛 通 分 析 中 有 于 列 重要 结论 ， 

命题 5 (Hahn-Banach 定理 ) 设 p 为 实 线 性 空间 EERE 
TRHA ( 即 适 合 站 对 一 切 zy E E, p(zt+y) < p(z)+p(u) 及 Gi) 
对 一 切 z € E 及 正 实数 a, plar) = apla). Ho 是 定义 在 琅 的 一 
个 子 空间 M 上 的 线性 泛 遂 ， 并 且 对 一 切 xE M 有 g(x) < p(z), WI 
g 能 扩展 为 上 的 线性 泛 函 f, 并 且 对 一 切 z EE 有 f(x) < pls). 
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对 这 一 命题 ， 也 可 以 有 与 之 相反 的 命题 成 立 . A RT 43 
Sih “ZF+(Hahn-Banach 定理 ) ”不 了 矛盾 之 外 ， 还 可 以 造 出 另 一 种 
集合 论 模 型 来 说 明 “ZF+ 非 (Hahn-Banach 定理 )” 也 不 矛盾 【可 参 
看 [2] 及 aj). 

(I) 在 Lebesgue 测度 与 集合 公理 的 关系 方面 , 也 有 不 少 研究 ， 
这 里 只 举 一 个 值得 注意 的 结果 ， 就 是 : 存在 集合 论 模 型 M, CAB 
适合 ZF 及 DC, HAE M 中 实数 集 的 每 个 子 集 都 是 Lebesgue 可 
测 的 {参看 [2] 及 [5])- 因 面 由 85 知 在 M 中 也 有 Baire 定理 成 立 . 
所 以 “ZF+(Baire 定理 )+ {实数 集 的 每 个 子 集 都 Lebesgue BRN” 
是 不 矛盾 的 . 如 前 所 述 , 当 必要 时 我 们 可 以 在 这 一 基础 上 发 展 一 种 
相应 的 分 析 数 学 .，, (但 要 注意 这 时 不 允许 使 用 选择 公理 AC, 只 能 
使 用 较 弱 的 DO. 因为 由 AC 及 ZF 可 以 推出 在 在 Lebesgue 不 可 测 
的 实数 子 集 . ) 对 于 其 他 各 种 己 谈 到 或 未 谈 到 的 无 矛盾 性 结果 ， 也 
都 可 以 用 这 样 的 观点 及 态度 来 对 待 - 


参考 文献 


1 PAE. ZAAN. 北京 ， 北 京师 范 大 学 出 版 社 ， 1986 

2 Jech Th. The Axiom of Choice, Amsterdam: North-Holland Publ. 
Co., 1973 

3 Goldblatt R. On the role of the Baire category theorem and depen- 
dent choice in the foundations of logic. Jour. Symbolic Logic, 1985, 
50: 412422 

4 Pincus D, The strength of the Habn—Banach theorem. Lecture Notes 
in Mathematics, 1974, 369: 203-248 

5 Solovay R M. A model of set theory in which every set of reals is 
Lebesgue measurable. Annals of Math. (new series), 1970, 92: 1~56 


第 2 章 


具有 物理 意义 的 分 球 定理 


在 集合 论 中 ， S. Banach 和 A. Tarski 曾 于 1924 年 利用 选择 
公理 证 明了 一 个 在 表面 看 来 与 人 们 的 直觉 不 符 的 定理 ， 其 大 意 是 
说 ，3 维 欧 氏 空 间 中 的 任 一 闭 球体 U, 可 以 被 分 拆 为 有 限 个 子 集 ， 
然后 把 每 个 子 集 都 看 作 刚体 (P: 使 每 个 子 集 内 各 点 间 的 距离 保持 
不 变 ) 来 重新 拼装 ， 能 够 得 到 两 个 与 U 大 小 相同 的 闭 球 体 ! (从 
面 也 能 继续 改装 成 更 多 与 U 同样 大 小 的 闭 球 体 . ) 这 个 定理 ， 以 
前 被 称 为 Banach-Tarski" 分 球 怪 论 ", 近来 也 有 人 称 之 为 Banach- 
Tarski “3g Be” (34 [1]). 

这 个 定理 ， 也 可 被 推广 到 n 维 欧 氏 空间 以 及 非 球状 的 形体 . 
值得 注意 的 是 ， 它 在 近年 来 被 赋予 了 各 种 物理 意义 . 例如, 在 专著 
四 中 ， 它 被 用 于 讨论 量子 力学 方面 的 问题 ; 在 [f 中。 将 它 用 于 讨 
论 动 力 系统 中 的 奇异 吸引 子 问题 . 

作者 无 能 力 讨 论 这 些 物 理解 杰 及 应 用 ， 本 章 只 是 给 出 3 维和 分 
球 定理 的 证 明 ， 以 供 读者 参考 . 这 一 定理 虽 不 是 较 新 的 结果 , 但 由 
于 以 前 它 只 被 人 们 看 成 是 选择 公理 的 一 种 无 用 的 AA” 推论 ， 所 
以 在 一 般 书 中 都 不 提起 或 不 加 证 明 . 以 下 的 证 明 是 根据 专著 [3} 改 
写 的 . 
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8 1 对 球面 的 一 种 划分 


设 U 为 3 维 欧 氏 空间 中 任 一 闭 球 ，d 与 dy 是 U 的 两 个 直 
径 ， 其 夹 角 为 6 (0 < 0 < 2). 以 9p 记 以 由 为 轴 所 作 转 角 为 7 的 施 
EDLY BDL 由 为 轴 所 作 转角 为 AS 的 旋转 。 (di, da 的 指向 以 
及 史 亿 的 旋转 方向 都 不 影响 以 下 的 讨论 ， 故 可 不 作 规定 . ) 我 们 要 
考虑 由 2 和 沁 所 生成 的 旋转 群 Te. 

以 G 记 2 元 群 {1,0} 及 3 元 群 (1.b,52) MAGA. (EB 
由 生成 元 ob 及 定义 关系 o? 二 1, 太 = 1 所 决定 的 群 . ) 

引 理 1 ERREF, FE dh 5 d: MEMO, Har y, 
bey y 所 决定 的 由 G 到 To, E fB E] 46 Bb AT EI. 

证 明 ”考虑 Te HEGE o, 显 见 它 至 少 可 以 表示 为 下 列 诸 
BRE: Pi pp pt 
ptt. p. -o pE (每 个 乘积 只 含有 限 个 因子 ). 由 此 易 见 Te RAW 
数 多 个 元 素 . 

对 于 上 述 除 p 外 a 的 每 种 可 能 形式 ， 我 们 看 相应 的 方程 式 
e= 1. Ai a = p. b l. p p R|, BARA o. lepel 
Be 02.2. = 1. (也 即 ， 围绕 六 的 中 心 连续 作 旋 转 ovt oy 
E, ESTESE, MEU 中 每 个 点 保持 不 变 . ) 由 解析 几何 可 
知 ， 这 样 的 旗 转 轴 夹 角 9 (0 < 9 < D) 只 能 有 有 限 多 种 、 其 他 a b 
此 . 

HULME, To 中 只 含 可 数 多 个 元 素 o, 并 且 对 每 个 a, 只 有 
di 与 d, MARS Fee D MEAND a = 1 成 立 ， 但 显 兄 d 
与 ds 问 可 以 有 不 可 数 多 种 夹 角 9 所 以 存在 (很 多 )di 与 dz 间 的 
HMO (0 < ñ < 2) 能 使 在 第 一 段 中 所 述 各 种 形状 的 乘积 ， 除 
P 外 都 不 等 于 1. 
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任 取 一 组 具有 如 上 来 角钢 Kd 5 do, BW aH p, b ry $ 
扬 决定 的 由 G 到 Te 上 的 同 态 映射 是 同 构 映射 . 【证 毕 ) 

以 下 ， 我 们 在 意 取 定 一 组 如 上 证 末 段 所 说 的 下 与 da, 从 而 可 
以 把 与 之 相应 的 Te, 与 G 等 辣 起 来 ， 办 此， 我 们 就 把 一 组 这 样 的 
旋转 (2,4) fE G 的 生成 元 组 {c,d}. 

引 理 2 ”在 上 述 关 于 生成 元 的 约定 下 ， 群 G 可 以 划分 为 3 个 
互 不 相交 的 子 集 A B,C, 使 ，CG=4UBUC 并 且 


A-g=BuUC, A.p= B, Ay’ =C. (1) 


TEM 我 们 对 G 的 元 束 按 其 长 度 归 纳 地 定义 A,B,C 如 下 . 

首先 ， @& 16 A; o, 6 B, PCC. 然后 ， 按 下 述 规则 确定 G 
中 每 一 元 素 的 妇 属 : 

车 a 的 最 右 因 子 为 v+. Save BAH o € A), wo € À (3 
a € B), ape A (% = € O). 

车 e 的 最 右 因 于 为 >. Save B Gs e € A), o € C (4 
a € B), ap € À (34 w € C), avl € C (38 a € A), op 1 € A (5 
a € Bop te B (M = € O). 

对 于 这 样 定 义 的 A,B,C, 易 见 其 互 不 相交 , HAAG = AU 
BUC BQ) 中 三 个 等 式 ， {证 毕 ) 

定理 1 ÉE S 为 3 维 欧 氏 空间 中 酝 一 球 画 ， 则 5 可 以 划分 为 
4 个 互 不 相交 的 子 集 A, B. OI. Q FHA T= AAU B UOr UQ K 

G) Al, Bi, C1 彼此 合同 . 

(ü) Bi U Ci 合同 于 Ay, B,C. 

G) Q ATAR. 

证 朋 以 UV 记 与 5 相应 的 闭 球 ， 并 考虑 前 述 的 群 G( 视 为 与 
U 相应 的 一 个 旋转 群 Te,). 对 于 每 个 a € G, 与 之 相应 的 旋转 在 S 
FS TAB A. 4a MA CGH, 这些 不 动 点 组 成 S 的 一 个 可 
ETE Q(TL EW: G 为 可 数 ). 
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EAR S-Q hB| A— 8 — UP: “rz < g” 当 且 只 当 “ 存 在 
a € G Ë ze = y”. 

易 见 ~ 是 一 等 价 关系 ， 它 把 S-Q 划分 为 一 族 等 价 类 ， 利 用 选 
择 公 理 ， 可 以 由 每 一 等 价 类 中 取出 一 个 元 素 作 代表 ， 有 以 M 记 这 些 
代表 所 组 成 的 集 . 

现在 令 


A,=M.A, B, = M - B, Cy = M.-C. 


A, B,C HAMAR: Aí Bi Ci kS] EBR B. uC, 与 
A), Bı, C1 合同 . (证 毕 ) 


82 闭 球 体 的 克隆 定理 


定义 以 BRB 记 3 维 欧 氏 空间 . FR 的 诸 子 集 亲 定义 关系 = 
如 下 : SHE X,Y C R3, 令 “X sz Y" 当 且 只 当 “ 存 在 一 正 整 数 m, 
E XY 各 能 划分 为 m SRPMS RAH: X = XU UXm, 
Y=Y U: UY, HART ;与 相应 的 六 合同 (t= 1,---,m)". 

引 理 3 Ri 上 的 关系 = 具有 下 列 性 质 ， 

(D) = 是 等 价 关系 ， . 

(ii) HX = XU Xs, XNXX: = HBR), Y = YU Ye, WY: = 
ó. # X, ss Y; (ü = 1,2), MX ss Y. 

GAA CY CX AX, NMX=Y. 

证 明 (i), (i) S. AF HE Gü). 

H X = X, MELB RX, XK 的 划分 能 使 X = X1 u 
UX" X: 互 不 相交 ) 及 Xi = XP U---U Xp ( 诸 XI H AR 
交 ) 并 且 X 5 Xi A (i =1,---,n). 


Tapp eri. a 


对 每 个 <icn) 取 定 一 个 合同 腕 射 fi: X: — Xi, 则 由 
这 些 合 得 映射 可 以 合成 一 个 由 X A A 上 的 1-1 映射 f. 
现在 令 


Xo =X, X = /(X0), X> = f(X) e; 
Yo = Y, Y= f(Yo), Yo = f) 


其 中 f(Xo) = (f(z) : z € Xo), 其 他 仿 此 (注意 由 CY C X B 
BiB XY ARX. 并 令 


Z= {0 - y;). 
j=0 
则 有 下 列 诸 事实 : 
(D) fi4) 5 X - Z HAE. A: Hye 了 (2), 则 存在 zeE2Z 使 
yo f(z). W z € Xr Yp, W f(z) € f(Xe) = Xen, KH z Z W 及 
f 41-1 BM f(z) € (YR) = Yaa, 所 以 f(z) € Z, Milly é X — Z. 
(ID Z = f(Z). 理由 如 下 + 


Zi= Znx', Zi=f(ZynXi, (= 1,---,n). 


H ZC X BW q Z= Zl u...u Zn(# Z: 互 不 相交 ) 以 及 F(Z) C 
A(X) = Xi, 从 而 又 有 F(Z) = AU UZ GA Zi BARR). 又 由 
f He Rap fZ) = (Z$) = f(A s(X = f(Z) n f(x) = 
f(Z)nxX1 = Zi, hi f: ASM ZF Zi SAG =1,---,n). 
(ID X = Zu(X-Z) B Y =f(Z) U(X - Z). WAER, 
后 者 证 明 如 下 ， (3-1) B Z < X # f(Z) € f(X) = X, & Y. 又 车 
ze X- Z, z 4 Z, Bf z é Xo - Yo = X —Y, Aii z e Y. 由 以 
LA FAUX -Z C Y. (832) EE ye Y. Hye X- Z, W y € Z, 
PURE RRR EB ye X, -Yn HBH y € Y = Yo 3 k > 0. W 


14 


HX, 及 Yk 定义 及 了 为 1-1 MRE EX- U1 € Z fë 
y= f(z) € F(Z). HD) E# Y C f(Z) U (X - 2). 

由 (1) (0), 及 Gi Ma XY. (HEH) 

定理 2(Banach-Tarski 定理 ) 设 也 为 3 维 欧 氏 空间 中 任 一 闭 
FR, WU 可 被 划分 为 两 个 互 不 相交 子 集 X,Y WJ U = XUY 使 
# X = U B Y = U. 


证 明 (L ËL S ia U 的 表面 球 并 设 
S=A,UB,UCLU@ 
Ak EE lot S 所 作 的 划分 。 由 此 可 得 UV 的 一 个 划分 如 下 : 
UV=AUB UC UGQLU {e}. (1) 


其 中 ， c E U 的 球 心 ; Ar 是 由 Ai 中 各 点 所 决定 的 半径 上 诸 点 
(ER e St) 所 构成 的 锥 体 ， 也 1, CQ 念 此 . 
由 Ar, Bi, C1 的 取 法 ( 见 定理 1) 可 知 有 : 


Ai, Bi1, Ca, Bi UC 彼此 合同 . {2) 


现在 令 
X=A,UQu{ch, Y = U — X. (3) 


(ID 由 (2) 及 引 理 3 之 Ghi) 可 得 
Ay = BUC, = AA UO. = A, U B, u C. (4) 


再 由 (1) 及 (3) 即 见 有 X = D. 

(HD AFAR Q 为 可 数 ， 并 且 以 c 为 中 心 的 旋转 群 G 也 可 
数 ， 故 易 见 存在 一 个 以 e 为 中 心 的 旋转 alg G) 能 使 日 与 Qa 不 
RIZE. AA S= 4 u Ba UC1 UQ 知 


Q'ea C AUB I UO. (5) 
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` F AN A — - - 


又 仿 (4) 有 
C1 = Ay UB, UO). (6) 


由 (5),{6) 易 知 存在 CL 的 可 数 子 集 S. 能 使 


5, = @Q-a. 
Wiha 


再 任 取 Cı - 51 中 一 点 pA S, 可 数 而 由 定理 1 558 C, 不 
F, AA p FE.) 则 易 见 有 


X=A, UOuU {c} = B, US, U). 


从 而 由 (ID 有 
Bi US U {p} a U. (8) 


HAY 的 定义 及 S 和 bp 的 取 法 又 有 
BiuSiu{p} CY CU. 


再 由 (8) 及 引 理 3 之 G) 即 得 了 = U. (证 毕 ) 
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第 3 章 


二 次 数 环 的 Hilbert 第 10 问题 


Hilbert 第 10 问题 是 著名 数学 家 D. Hilbert + 1900 年 提出 
的 23 个 问题 之 一 . ERA: KRU TARA, HARE 
个 整 系数 不 定 方程 都 能 用 此 方法 在 有 限 包 步 内 判定 它 是 否 有 整数 
R? 对 于 这 一 问题 ， 经 过 大 们 的 多 年 研究 ， 到 1970 年 , FA Y. 
Matijasevitch 在 M. Davis, H. Putnam Æ J. Robinson 等 人 应 用 递 
归 论 方法 对 此 问题 所 作 研 究 的 成 果 基 础 上 ， 最 后 证 明了 它 的 递 委 
不 可 解 性 ， 即 : 不 存在 递归 性 的 方法 ， 使 得 对 每 个 整 系数 不 定 方 程 
都 能 用 此 方法 判定 它 是 否 有 整数 解 。 { 校 照 一 般 观 点 ， 递 归 性 就 
是 对 直观 上 所 谓 有 效 性 的 数学 反映 . 这 是 首先 由 A. Church 提出 
的 ， 被 称 为 Church 论断 . ) 关于 这 一 著名 的 “说 归 不 可 解 ” 结果 的 
介绍 ， 可 参看 文献 [1] 或 加. 

在 这 一 结果 的 基础 上 ， 人 们 又 对 Hilbert 第 10 问题 作 了 不 少 
推广 ,研究 关于 一 些 代数 整数 环 ， 示 项 式 环 ， 有 理沙 数 城 等 的 类 似 
问题 ， 得 到 不 少 类 羽 草 结果 . 关于 这 方面 的 推广 研究 ， 可 参看 文献 
[3] 中 的 综述 . 

本 章 讨论 关于 二 次 代数 整数 环 的 Hilbert 第 10 问题 ， 也 就 是 
ig: Ú RVD) 是 一 个 给 定 的 二 次 数 环 ， 能 否 设计 一 个 有 效 的 方 
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E, PEHR ERATES RSP ANE 
它 在 RIV D) PERA? 以 下 将 介绍 J. Denef 对 此 问题 的 解答 ， 
BE NSP eH RVD), 其 Hilbert 第 10 问题 都 是 递归 不 
可 解 的 . 证 明 的 方法 主要 是 通过 对 二 次 数 环 性 质 的 讨论 ,把 问题 化 
归 到 自然 数 系 的 Hilbert 第 10 问题 { 易 知 后 者 与 Hilbert 原来 的 第 
10 问题 等 价 ). 本 章 并 不 直接 由 到 递归 论 的 知识 .以 下 的 介绍 ， 是 
根据 Denef 的 原始 文献 14], 并 对 之 作 了 较 详细 的 补充 说 明 . 

以 下 以 NE 及 Q 分别 记 自然 数 系 (包括 0 在 内 ), 整数 环 及 有 
理 数 域 . 

引 理 1 设 已 为 一 非 平 方 自然 数 ， 则 在 在 自然 数 XYY Z 0) 
能 适合 Pell 方程 X2 — PY? = 1. 

证 明 见 各 数论 书 . 

定义 对 任 一 自然 数 4 > 1 及 任 一 自然 数 足 码 m, 以 X, (A). 
(4) 记 由 下 列 等 式 所 决定 的 自然 数 ， 


Xal A) + Y, (AJVA2 —1 = (A + VA — 1)". 


(3 AWE, CF Wi X. (A), Y, (A) 简 记 为 Xa Ya). 
引 理 2 对 任何 自然 数 A> 1, P= A-1, WJ Pell 方程 
X?- PY? = 1 的 全 部 自然 数 解 为 


X = X,,{A), Y = Y,( A). (n =0,1,2,-+-} 


证 明 见 种 数论 书 . 
引 理 3 设 自然 数 A> 1, 则 对 任何 自然 数 n k 都 有 


(Y. (A)? = (¥n(A))*k?,  (mod(¥n(A))*). 


证 明 当 n=0 或 上 =0 时， ALAHAN. 以 下 设 m> 0 H 
k > 0. 
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可知 N 
k hs 

w= (Eat Dx, 
WA Yu, = RXR IYn {modY3) É (Y,./Y,) = KX! (mod Y?). 
两 端 平方 ， 得 

(Y../Y, = k?(X2)F (mod Y). 
但 由 引 理 2 有 
X2=1 (mod ¥3}, 

DAG BLAS Br CRE (HE He) 


$1 实 二 次 数 环 的 情况 


EARP, 设 整 数 D> 1 无 平方 因子 .以 RVD) 记 二 次 数 域 
Q(YD) 中 全 体 代 数 整数 所 成 的 二 次 数 环 - 
384 RARE A,B (B40) 适合 Pell 方程 A? - DB? = 1, 
$ E = A -L # z,y € R(VD) 适合 


z Ey = 1, 


Wy? € N. 
证 明 ERLA A>1 RR E= B2D, JA r 


(z + BV Dyka — BV Du) = 1, 


Brbl z + BV Dy 是 RVD) 中 的 单位 . 
&u=e+BVDy, Ma! = z— B Dy. 将 此 二 式 相 减 并 两 
端 平方 ， 得 
4B? Dy? +2 = 2 + u” 2. 


ea I n s s — — = 


叉 由 u 为 单位 知 其 范 数 N (u) = +1, 从 而 有 ut = +u (G Hue 
RVD) PHRI). 故 得 


4B’ Di + 2 — u? + (az)? e Q, 


从 而 y? € Q. 

Ë y e R(YD), MAy € Z. RAB D > 1 RY y? € N. 
GEE) 

引 理 5 izy, zE R(VD). # z = y(mod z) HH 0 < z < z, 
0 < z < z, 0 < y < z, 0 < 7 < Z, l| z = y. (此 处 z = (mod z) 表 
a: PE we R(VD) f z — y = uz.) 

证 明 由 题 设 知 存在 we RD) fF z — u = uz, 从 而 有 


|z — y|: |€ —g| = jem - |zz| = |N (w)| : |zz|. 
BE z Z vu, Mw Z 0, |N(w)| 2 1, 从 而 有 
|z — uj: |= — g| > zz], 


但 易 见 这 与 题 设 中 诸 不 等 式 了 矛盾 . (W. tE) 
引 理 6 Kel 4 的 是 设 取 一 自然 数 E. 令 工 为 下 列 不 定 方 
GA (Dl t. z. y, uu zw h, q. r, s 为 未 知 数 ): 
(a) z? — By? — 1= 0, 
(b) u? — Ev? — 1 =0, 
F (c) v? — yt- zt = 0, 
(d) t- w?’ = 0, 
() P 2 — 2-2 82 —t-1 =0. 


则 有 下 列 二 结论 成 立 : 
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(ü) # k A GRAB, WOH R(VD) 中 有 一 组 解 (tz... S), 
rB t= k2, 

证 阴 (D AE G). CH t,e, s € RODES Y. 由 (d),(e) 
及 R(VD) ARM v Z 0. 再 由 (c) 有 2262 及 


(v*/y") = t (mod y’). (1) 
IB (a),(b) RS|M 4 # 12 8 N K u2 £ N, HA (1) ZT (v?/y?} = 
š (mod 2), 从 而 有 
t=£ (mod y°), (2) 
又 由 (d),(e) 及 RVD) 为 实 可 知 

Ogt<y’. (3) 

对 (dho RIM, HERB 
0 <t<6G) =. (4) 


H (2),(3),(4) 及 引 理 5 可 得 上 = 天 AW t € Z. 

(ID 再 证 (ü). E H ke N, 现在 对 于 依 引 理 4 的 题 设 取 E 时 
所 用 的 A, 任意 取 定 一 个 足 码 n (Ë Y.(A) > kah nld) 定义 易 知 
此 种 存在 ). 

t= k2, z = Xn y = Yn u = Xap Y = Yar, w = k. W (d) 
已 成 立 ， 由 引 理 2 知 (a) 及 (b) 成 立 ; 由 引 理 3 知 存在 z © R(VD) 
使 (c) 成 立 . 

RE, Hy > k eo 2 -— t = 42 — k2 AEBS, KA 
Lagrange 定理 可 知 又 存在 h,g,?,3 € Z C R(VD) 使 (6) RE. 
{证 毕 ) 

把 二 中 (a) 至 (e) 左 端的 多 项 式 各 计 为 pilt,z,--,8),---, 
pa(t,@,°--, 8). M Pin, is, katiti B17 fa, Ba, sa) Y 
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一 


me mm o| 


下 列 多 项 式 ; 


4 


{n-ti 一 [pr (titas)? + a 
j=l 


+ (pslti Ti, 8; ))2 + (t; — k3]. 


定理 1 Hne RVD), (D > 1), Mn € N 的 充分 必要 条 
Pr E: 存在 yy +++, 1 € R(VD) 使 
站 (4 

HERR (D 设 存在 kopoo ketti ii Sy 4 84 € 
R(VD) È P, = 0. 注意 到 RVD) 为 实 二 次 数 环 ， 则 由 P, 的 构成 
及 引 理 6G) MB € Z. H P, =0 Ñ n = ti tett 3 B 18 
t; = k3, ULI t; € N, JAY n € N. 

DRZ, Hae N. 则 由 Lagrange CMR n 可 以 表示 为 4 
个 自然 数 ki ka ROR AA. Ot = RP, WA atte + ta. 
对 每 个 也 由 引 理 eli) MA RVD) 中 存在 xz;,… ,sj 使 与 避 一 起 
EAE UD E W P, 的 构成 即 见 有 


Piin, k,e, ka tity ttdi taa Etta) = 0. (ik E) 


定理 2 RVD) 为 任 一 实 二 次 数 环 ， 则 其 Hilbert 第 10 问 
题 递归 不 可 和 解 . 

证 阴 假设 R(YD) 的 Hilbert 第 10 问题 递归 训 解 ， 则 存在 一 
个 相应 的 判定 算法 T. 现在 由 此 证 明 自 然 数 系 N 的 Hilbert 第 10 
锯 题 也 递归 可 解 ， 从 而 与 已 知 绪 果 矛盾 . 

HAi—-TERAT EAE: 


PÍN tnm) = Ü {1) 
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a en 


根据 p, 我 们 能 行 地 写 出 下 列 整 系数 不 定 方程 ; 


YPilny, baja kay typ Tl7s ape ;aj ass 1843) 
j=l 
+ (pinis .. ua)? = 0. (2) 


(D) 40) 在 N 中 有 解 ， 则 由 定理 1 易 知 (2) 在 RVD) 中 有 
解 


(ID 反之 ,车 (2) 在 RVD) TAR, Wh (2) 左 端 形状 及 P 
的 构成 (为 平方 和 ) 易 知 有 


P (n; bigest kajp tags Tis Says t t t bag, Eaj t Say} = 0 


G =l, am), RAH 1 3 rn ma € N, HAH (2) 即 知 (1) 在 
N HAR. 

(NID 由 (D & (ID TA: RAAT 判定 (2) 在 R(YD) PES 
有 解 ， 即 可 判定 (1) 在 N PERAAR. iD ss RH. 


§2 虚 二 次 数 环 的 情况 


在 本 节 中 ， 设 整数 D <ç 一 1 无 平方 因子 .以 RVD) 记 数 域 
Q(VD) 中 全 体 代 数 整 数 所 成 的 二 次 数 环 . 

为 了 讨论 R(V D), 我 们 先 考虑 数 域 Q(VD, VF) (其 中 整数 所 > 
1 且 无 平方 因子 ) 中 全 体 代 数 整数 记 成 的 双 二 次 数 环 R(VD, V F). 
在 这 类 数 环 中 , 公有 的 1 的 单位 根 是 ， 士 1 ti, (41473) /2, (4V2+ 
V2)/2, (+ /3 + i)/2 (R.A h KM 1). 

以 ooa 各 记 R(/D, VF) 的 如 下 决定 的 自 同 构 : 


(VF) =—-VF, s( VD) = VD; 
oa V F) = VF, ofVD) = -VD. 
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LP A RE — or 一 一 一 一 一 一 一 -一 一 -一 


由 Dirichlet-Minkowski 单位 定理 知 ; 在 R(VD, VF) 中 存在 1 
个 基本 单位 (CRE 1 的 单位 根 ), 使 RVD, VF) 中 每 一 单位 u 
都 能 唯一 地 表示 为 = pn™m (m € 2) 形状 其 中 p 是 R(VD, VP) 
中 1 的 单位 根 . (参看 本 节 末 注 2). 由 同一 定理 又 知 : 在 实 二 次 数 
环 VF) 中 存在 1 个 基本 单位 s( 不 是 1 的 单位 根 ), 使 ROF) 中 
每 一 单位 e WEEBER A e= +e: (i e Z) 形状 . 

显然 。 也 是 R( VD, F) PBR, RETR © = on™, 从 而 
有 

e- aale) = (on™) - ostpg 二 (pozfn)f9 any. 

由 o 定义 知 oale) = e; pos(p) € R(VF) 且 仍 为 工 的 单位 根 ， 
BA +1; n+ cs(9) E ROF) 且 仍 为 一 单位 e. 所 以 上 式 叉 可 记 为 


E? = 士 Etm. 


BERA Jel? = lej”, Xh z A+] 及 R(VF) AMM |e] Z 1, 所 以 
[ml 为 1 或 2, 再 由 e = m” BS 

T= pe. (1) 
其 中 了 = +1 或 +2, pi 为 RVD, VF) 中 1 的 一 个 单位 根 . 

引 理 7 WA=2,F=A?-1=3(4D4-1H Dz -3 Bf) 
A= 4, F= A?—-1=15 (44 D=-1 KR -3 i). 车 x,ye R(VD) 
We 22 — Fy? = 1, Wy? < Z. 

证 明 由 题 设 有 (+v Fyle- VF) = 1, act VFy 是 
RVD, VF) 中 的 单位 , 可 以 表示 为 z+ V Fy = on™, A -v Fy = 
p lm. 此 二 式 相 减 再 平方 ， 可 得 

4Fy + 2 = PPT 十 pg. 
再 将 (1) 代入 ， 得 


4F1 + 2 = p? pies” + ppp ein. 
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£ À = pp? n = jm, 则 上 式 可 记 为 
4F2 + 2 = jn + X len, (2) 


其 中 入 为 RVD, F) 中 一 个 工 的 单位 根 ， 

对 于 题 设 中 的 天 = 3 或 15 ma, RVF) 中 的 单位 BA 
N(e} = 1. (A: He ARRA N (e) = 41. X H F = 3(mod 4) Me pJ 
EA a+bV F (a,b Z) 形状 , HL N(e) = a2— Fb? = a2(mod 3). 由 
于 -1 不 是 3 的 平方 剩余 , 所 以 N (ze) Z —1). BAe} = £ = one). 
从 而 由 (2) MA 


4F532 + 2 — de® + Atalet). (3) 


现在 计算 (3) 式 两 端的 虚数 部 分 . H ee R(VP) Me” Bole”) 
为 实数 ， 由 和 为 1 的 单位 根 知 Im( 和 1) = 一 Im{X) (Im 表示 虚数 部 
分 ), 故 有 


Im(4Fy + 2) = e"Im(A) + oy (e"}Im(A74) 
= (e" — my (e))Im(A) (4) 
又 由 于 ye RVD) Tü e € RVF), wH 
Im(4F +2) = a /|D|, (a € Q) 
" . 
e” — ole") = qVF, (q> € Q). 

SAS HS tB He BT 1 的 单位 根 情况 可 知 

Im(A) = qs S, (gs € Q; S= 0,1 BË 3.) 
(H F =3 R15 TA S Z 2.) 所 以 由 (4) TS 

mviD| = qaqa VF V S. 
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再 由 题 设 中 下 与 DD 的 关系 易 知 ,此 式 两 端 只 能 是 0, 所 以 Im(4Pry?+ 
3} 二 0. 从 而 有 4 六 二 2EQ E 2 € Q. 再 由 y 为 代数 整数 妈 知 
u e Z. {证 毕 ) 
引 理 8 HWS € Z, t € RVD) HA NG) < m EE 
RVD) th S = t(mod W), W z £ Z. 
证 明 HERE 
t= s+ W (ZHVI, (U,V e Z), 


从 而 


p] 2 2 
N(t) = (s+ ZE) +1 . 
2 
# V £0, 则 易 见 Nb) >, SHORE. 所 以 Y= 0, t€ Q. 又 
Were RVD), mute Z. GEH) 
引 理 9 依 引 理 7 的 题 设 取 自 然 数 F. & 工 为 下 列 不 定 方程 
组 (Dl tae yun zw hrs ARAB: 
(a) æ? — Fy? — 1 = 0, 
(b) w— Fu? -1=0, 
E{ (e) v? — yt- zy? = 0, 
(d) ry + s(5h + 2) —1 = 0, 
(e) y- tw = 0. 
则 有 下 列 二 结论 成 立 ， 
G) HEE R( VD) PAM (t2,---,8), MJ t € Z. 
(ü) 4 k= 0 为 一 自然 数 , 则 呈 在 RVD) HAH (te, s) 
E” t= kš. 
证 明 (D 先 证 G), GH t,2,---,s € RVD 适合 y. 
假若 y = 0, 则 由 (d) 有 s(5h + 2) = 1, 从 而 5h + 2 AMA. 
但 易 知 虚 二 次 数 环 中 的 单位 只 有 +1,+i 及 (+1 + v3i)/2， 再 由 
he R(VD) 即 易 得 矛盾 ， 所 以 y 关 0. 
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H (a),(b) RAB 7 32 8 Z HB 2 € Z. H (e) ME RVD) 
Py? lu? E. 


(v’/y*) =£ (mod) (1) 
H (e) 知 
N() = 16(N(t))°(N(w))?. 


再 由 yy 关 0 Mt40 Hw 0, MA (N(u))2 2 1 8 (N(0)2 > 1, 
由 此 又 易 知 
N(y?) > 16(N(t))? > 4N(t). 


IH 2 € Z M Ny?) = š, Re 
Nit) < zt /4 (2) 


HË F XE DB t/y € Z. 再 由 (1),(2) 及 引 理 8 BIG te 2. 
《ID 再 证 (ü). Bk AO 为 一 自然 数 . Ot = k2, My F(212 非 
平方 数 ， 赦 由 引 理 1 kr X,Y € N 36 Y AIR 


X? — P(2t2Y2 = 1. 


但 下 = A*—1, KEIN? 知 存在 自然 数 足 码 E X = X, (A) 及 
HY = Y,(A). MEG 


z = X,(A), y = F(A), u = Kar(A), v= VrtA), w = Y. 


Wi (e) BRIBES, rH yAO (N t2Z0 Hw AO). 由 引 理 2, (a) 及 
(b) 也 适 合 ， 由 引 理 3, 存在 z e R(VD) (c) BR. HF y AO, 
LFLR HRE R E S+? 5 y HN PRAT (H: H 
Dirichlet 定理 知 ， 当 hh 通过 NN 时 ,在 5h+2 中 有 无 限 和 多 个 N 中 
的 素数 ). AM M rE r,s € Z 使 (d) 适合. {证 毕 ) 


27 


— s .— e 


把 > 中 (a) = (e) 左 端的 密 项 式 各 记 为 Pilt, g, 0 S) 1, 
ps(t,z,-:-, 4). 并 以 Tn ta, @1,+°*. 81,81, °*) laga, 84, ka) 记 
下 烈 谓 词 : 


{n=00v{ A A t =a 
n ln At) =o 
Í AÍ Am CARS nsp = aly- =o} 


2 j=1 


A [rm — k? — k3 )(n + k? + k2) = o} 
z 


CMAs ees 
A [(n — k? — k? — k? — kin + kI + k3 + +H) =0)} 


由 引 理 9 BR, HAH me RVD) BA: “n € Z" 3 B HR 34 
“谓词 (3 在 在 
R(VD) PRY.” 

把 上 述 的 谓词 (35... ka) O ti ka) 简 记 为 了 tn), HS 
谓词 Pi (rn) A: 


(Brin) TR) A AT (ng) A (m — ni — ng — nš — nà = 0), 


WE RHEA me R(VD) BA: “me N” 当 且 只 当 T(m) 在 
R( VD) PRI”. 

有 了 以 上 的 讨论 之 后 ， 我 们 还 要 设法 把 上 述 的 谓词 Pi(m) 用 
一 个 整 系数 不 定 方程 来 表示 . 为 此 , 我 们 任意 取 定 一 个 无 平方 因子 
且 不 等 于 0,1,D 的 整数 D. 不 难看 出 ， 对 于 RVD) 中 任 二 数 zy 
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都 有 
“z=0 H y= 0" 当 且 只 “g? D'y? = 0", (1) 

以 及 
“2=O RM y=0 SARS “ry =O”. (2) 


反复 利用 (1) 及 (2), 易 见 可 以 把 Ti(m) 改写 成 一 个 在 RD) 中 
与 之 等 价 的 如 下 形状 的 谓词 ， 


加 下 


teu Rass tases ka) = 0], 


其 中 P. BME RS St. 

由 以 上 讨论 ， 即 见 有 下 列 定理 成 立 ， 

定理 3 mce R(VD), (D < -1), M] m e 的 充分 必要 条 件 
E 对 于 上 述 特 定 的 整 系数 多 项 式 RA 而 言 , Em, nat, 
hE ROAD) 使 


Pim, My na, ti. Rly ta ka) = 0. 


在 些 基础 上 ， 又 可 进一步 得 到 

定理 4 i RD) 为 任 一 虚 二 次 数 环 , 则 R( D) 中 的 Hilbert 
第 10 问题 递归 不 可 解 ， 

证 明 个 定理 2 的 证 明 思 路 . 只 须 用 上 述 的 (1) 代替 实 二 次 数 
环 时 的 平方 和 来 处 理 方 程 的 合 取 ， 并 用 定理 3 代替 定理 1 BBT. 
(WEHE) 

$1 由 民 数 数论 知 ，m 次 分 圆 域 Q 在 Q 上 的 次 数 为 
v(m) (p 为 Euler BH). 3F H 5 38 v(m) < 4 的 m RA: 
1,2,3,4,5,6,8,10,12. 在 这 些 m H, Bm = 5,10 #3, B9 1H m 
钦 单 位 根 已 如 上 面 所 列举 . 而 1 的 5 次 或 10 次 单位 根 不 会 被 包含 
在 任 一 个 双 二 次 域 OVD, F) +, BF: 设 p 关 1 为 1 的 一 
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= ` — u miw sn. 


个 5 次 单位 根 ， 则 p 适合 方程 (z) = rtta? te +a4+1=0. J 
知 g(z) 在 QQ 上 不 可 约 ， 所 以 Qo) 是 Q 的 4 次 扩 域 ,考虑 Qo) 
的 由 p 一 = p2 所 决定 的 自 同 构 6, 易 知 8 的 周期 为 4 另 一 方面 ， 
对 任何 双 二 次 域 OVD VP), 易 知 它 没 有 周期 为 4 的 自问 构 ， 所 
以 Q(p) # Q(VD, F), ATEA p é QWD, VF) X X > +1 
为 1 的 一 个 10 次 单位 根 ， 则 由 0 = A - 1 = (5 - 105 +1) l 
入 为 tp 形状 ， 其 中 p 半 1 为 1 的 5 次 单位 根 ， 所 以 也 有 QO) = 
Qe) # QD, VF), Am 5 A QD, VF). 

注 3 Dirichlet-Minkowski 单位 定理 是 说 ， 设 Qla) 为 一 于 次 
RAAR, Ro) 为 其 代数 整数 环 ， 若 在 a BJ n PEP {包括 a 
AS) 中 有 rr PRR, ro HERRE, $r = ri+Tr 一 1 WE 
Rio) PEE r 个 基本 单位 mo rnn 使 Ria) 中 每 一 单位 都 能 
唯一 地 表示 为 如 下 形状 : 


mL 


m r 
u= pny sn”. 


EP m, ,mr € ZA pA Ro) 中 1 的 一 个 单位 根 . 对 于 我 们 所 讨 
EER QD, VF) KE, SECERA Qa) 形状 后 , HDP 所 一 1 
及 下 >1 易 知 a 所 适合 的 Q 上 4 次 多 项 式 有 2 JES, ML 
这 时 Ra) = RVD, P) 中 基本 单位 的 个 数 为 了 =0 二 2 一 1 一 上 |， 
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第 4 章 


革 些 环 的 Goldbach 性 质 


Goldbach 猜想 是 数论 中 的 著名 难题 ， 其 研究 主要 是 用 解析 数 
论 方法 ， 本 章 的 内 容 与 前 人 关于 Goldbach 猜想 的 研究 关系 不 大 ， 
是 要 用 数理 怒 辑 中 的 模型 论 方法 讨论 某 些 可 换 环 中 与 Goldbach 猜 
想 类 似 的 性 质 . 在 $ 1 中 ， 我 们 在 前 人 解析 数论 成 果 基 础 上 用 模 
型 论 广 法 证 明 ， 存 在 某 些 无 限 域 F, 其 工 的 多 项 式 环 Fle] 能 适合 
Goldbach 3 素 元 人 性质. 在 382 及 83 中 ， 我 们 根据 二 次 代数 整数 
环 的 一 些 简 单 性 质 用 模型 论 方法 证 明 ， 对 每 个 二 次 数 环 R, 都 存在 
其 护 环 能 适合 与 Goldbach 猜想 类 做 的 性 质 ， 也 存在 其 扩 环 不 适合 
这 种 性质 . 这 两 者 结合 起 来 ， 说 明了 Goldbach 性 质 对 于 与 总 相关 
的 某 种 较 弱 理论 ( 指 ， 由 五 的 上 述 两 种 扩 环 的 公共 性 质 所 构成 的 
AEE) 的 独立 性 . 这 种 独立 性 也 在 一 定 程度 上 反映 了 在 整数 环 中 
{或 在 RP) 研究 Goldbach 猜想 的 难度 . 


§1 某 些 无 限 域 上 多 项 式 环 的 
Goldbach 3 素 元 性 质 


1991 Æ, E. W. Effinger 和 D. R. Hayes 在 其 解析 数论 专著 
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I RAK SRL, BRR, DAT RR 
域 上 1 元 多 项 式 环 的 一 种 Goldbach 3 素 元 性 质 {可 参看 [2]), H+ 
要 内 容 如 下 : 

定理 1 {以 下 称 EH 定理 ) (ü 设 三 为 任 一 元 数 为 奇数 的 有 限 
B, Fla] 为 F LA 元 多 项 式 环 ， 则 Fle] 中 每 个 次 数 d > 2 HË 
系数 为 1 的 多 项 式 都 可 表示 为 3 个 首 系数 为 1 的 不 可 约 多 项 式 之 
和 ,其 中 1 个 次 数 为 二 另 2 个 次 数 较 做 ， ( 设 卫 为 任 一 元 数 为 
候 数 的 有 限 域 ， 则 Fi 中 每 个 次 数 d 之 3 且 首 系数 为 1 的 多 项 式 
也 可 类 似 地 表示 为 3 个 首 系数 为 1 的 不 可 约 害 项 式 之 和 和 . 

RITER, 是 数论 中 已 被 IM. Vinogradov 等 对 充分 大 的 奇数 
证 明了 的 Goldbach 3 素数 猜想 (U: BPS 7 的 奇数 都 可 表示 为 
3 个 素数 之 和 ) 的 一 种 类 似 物 . 这 种 3 Ba, 在 F 为 无 限 域 时 
A RY. Pins FARA MR, Fle] 中 不 可 约 多 项 
式 都 是 1 次 或 2 次 的 ， 3 素 元 性 质 显 然 不 能 成 立 ， 在 本 节 中 ， 我 
们 要 引用 模型 论 方法 来 证 明 由 EH 定理 可 得 如 下 结论 ， 存 在 着 无 
限 多 个 无 限 域 F. 与 之 相应 的 F 有 3 素 元 性 质 成 立 { 见 以 下 定 
理 2 至 定理 4). 本 节 的 这 些 结论 ， 其 证 明 只 用 到 EH 定理 的 陈述 
本 身 及 模型 论 中 两 个 定理 ， 而 不 需 用 解析 数论 方法 或 计算 机 的 计 
E. (事实 上 ， 本 节 上 内容 也 不 依赖 于 EH 定理 的 由 计算 机 支持 的 部 
分 ， 由 [2] 及 下 面 的 证 法 可 以 看 出 .】} 

定理 2 存在 无 限 多 个 特征 数 为 0 UHP F. 使 Flz] 中 每 
SRE dS 2 ABABA 1 的 多 项 式 都 可 表示 为 3 个 首 系 数 为 1 
的 不 本 约 多 项 式 之 和 ， 其 中 1 个 次 数 为 d, 另 2 个 次 数 较 低 . 

证 明 令 形 式 语言 = {0,1,6,4, CLR OLE 为 个 体 常 量 
AS; +， 为 2 元 运算 符号 ， 局 为 1 元 关系 符号 . 

DAER L EELKE TD = ALU AgU---U Ag; 其 中 诸 
A k: £ Eh PH 1 RBA: 

A 是 由 + 表述 的 可 换 环 公理 组 ， 以 0 HEH, 1 ARAR 
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位 元 . 


A RE: 适合 C 的 元 构成 一 个 子 域 (以 下 简称 为 CR) 它 包 
括 下 列 诸 语 名 : 


CO) a C(1), 

Vayl(C(z) A C(g) > (Cla + y) A Cle- y), 
V=[C(z) > 3y(C(y) A= + y = 0), 
vz|(C(z) Az £0) — Ay(C(y) Az: y= 1)]. 


As 表述 ， C 域 的 特征 数 为 0. 它 包括 下 列 无 限 多 个 语句 ; 
1+1#0, 1+1+120,--- 


A, 表述 ， C 域 是 归纳 域 ， 即 适合 1 阶 归纳 原理 . Capi C 
上 一 切 如 下 形状 的 1 阶 语句 ; 


[p(0) A Va ((C (z) A pr)) + ole + DN + VelClz) > ele). 


其 中 ple) 通过 上 上 一 切 只 含 自由 变 元 z 并 且 约 束 变 元 都 已 对 C 
相对 化 了 的 公式 ， (关于 归纳 域 ， 可 参看 加 8 [4].) 


As 表述 《是 避 域 上 的 超越 元 . 它 包 括 下 列 无 限 多 个 语句 ， 


Vz[C(z) — (£ + z Z 0)|, 
Vay[(C(z) A C(g)) — (£? + z€ + y Z 0)), 
Vayz|(C(z) A Cly) AC(z)) — (@ + z£? + y£ + z Z 0), 


As 表述 CME EHSRAK 3 素 元 性 质 . 它 包 括 无 限 多 个 


33 


—— s 一 


语 何 PR P3 Pd 例如 Yeo A 


Yey (z) A C (1⁄)) —+ Juru ugua Clu) A Cle) A Cluz) A Clay} 
A (E7 + z£ + g = (EP + ang + vi) + (E + us) + (€ + ua)) 
A hur walC (un) A C (ae) A (82 + ut + oy = (£ + wi )(£ + we) il] 
vs 3 {用 示意 性 简写 ) 
Yey hEDA CDA Ca) —+ du vpwugveuses |C (ui) A 
ACU) ALC + ag? + yE tz AE tue tutu 
HG tuft 5 E7 uat to ZMH 3 HE CR 
上 都 不 可 约 )Y(6 + eg? + Ë +z B+ ml af Tan 
与 总 十 uz 十 v9 55 £ + ua 之 和 且 后 3 HEC 域 上 都 
不 可 约 ) VE + z€? + yË + z 28 É Tan? + nË + ani 与 
Etu: 5 Etus 之 利 且 后 3 者 在 C MERAH ATA), 


等 等 . 

(TD UE Th 有 模型 . AR To HARTE S, 则 9 只 合 As 
中 有 限 多 个 语句 ， 设 这 些 语句 中 在 左 端 最 多 出 现 4 个 1. ERR ST 
RM p> q, WH EH CRT M p 元 域 F, LIEMA Fyle] 就 能 
适合 S 中 一 切 语句 {以 F, 中 的 元 作为 通 合 CMH, PL z Fo š 
的 解释 ), 所 以 S 有 模型 ， 再 由 有 限 子 集 5 的 任意 性 及 紧 致 性 定 悍 
(可 参看 [5] 定理 1.3.22) Mah 自身 有 模型 . 

(HD ER To 的 模型 M, 设 其 中 对 《的 解释 为 a. H To ËJ A 
至 A, 中 诸 语 名 可 知 M 为 一 可 换 环 ， 其 中 适合 C 的 元 素 构 成 M 
的 一 个 特征 数 为 0 的 子 域 F, 它 是 归纳 域 . 由 As Ma fe FL 
超越 元 ， 从 而 M 的 子 环 Flal RE FEHLER, HH As 
WR Fla] 适合 3 RAM. 

(IV) 设 上 述 的 M BRAY, 其 C MP HBB 6, Sl M Jë 
To BJ (7,6) RB AS HARB. Mime LS CH (参看 [5] 
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F ， nr 


re ao (scam ç 


定理 4.3.10 可 知 ， 对 任何 基数 A, To 部 有 基数 为 YY 的 模型 ， 其 C 
域 的 基数 为 站 . 由 此 即 不 难看 出 ， 存 在 无 限 多 个 基数 壬 异 因 而 互 
不 同 构 的 特征 数 为 0 的 归纳 域 F. 与 之 相应 的 F[z] 部 适合 3 素 元 
性 质 . (EE) 

以 上 所 说 互 不 同 构 的 诸 归 纳 域 , 是 从 基数 不 同 这 方面 来 看 的 . 
如 果 我 们 对 To 以 不 同方 式 增加 -一 些 新 语 甸 ， 还 可 得 到 各 种 代数 性 
质 明 显 不 同 的 归纳 域 F. 其 Frj 都 适合 3 素 元 性 质 ， 例 如 : 

令 To = To U [3z2(C(z) Aa? +1 =0)}, WH LUE To 有 
模型 ， 只 需 根据 整数 的 平方 剩余 性 质 在 (ID PR p AKT q FB 
形状 为 4 十 1 的 素数 即 可 (由 Dirichlet EA p 存在 ). 在 由 Tu 
RURA PH S CHP, 一 1 能 开平 方 . 

令 Tog = Ty U (—32(C(z) Az? + 1 = 0)), 也 可 仿 上 证 明 Tu 有 
HE, RWE kR p AAT q 并 且 形 状 为 4n + 3 的 素数 即 
BJ. #H Too 的 模型 所 得 的 C 域 中 ， 一 1 不 能 开平 方 ， 

RW, BABS Ths = To U (3z(C(z) Ax — 2 = 0)) 及 Tos = 
Toi U [(—3z(C(z) A 22 — 2 = 0)}, HAE (ID POR p BAF g 
RERA 8n 二 1 或 8n 十 5 的 素数 ， 则 可 知 Tos 及 To 都 有 模型 . 
在 由 它们 分 别 所 得 的 C 域 中 ， 前 者 —1 及 2 都 能 开平 方 ， 而 后 者 
一 1 能 开平 方 ，2 不 能 开平 方 ， 

我 们 也 可 在 Too 基础 上 仿 上 定义 Ths 及 Toe, 使 由 之 所 得 的 C 
域 对 —1 不 能 开平 方 而 对 2 则 分 别 能 开平 方 或 不 能 开平 方 ， 为 此 
只 需 在 (H) rh 5 为 大 于 g 且 形状 分 别 为 8m 二 ?或 8m+3 的 素数 
HE. 我们 又 可 在 Tos 至 Toa 欧 基 础 上 增加 关于 其 他 整数 能 和 否 开 
平方 的 语 旬 ， 从 而 得 到 各 种 性 质 不 同 的 C 域 . 如 此 等 等 ， 不 再 纤 
述 ， 

定理 3 对 每 个 奇 素数 p, 都 存在 无 限 多 个 特征 数 为 p HAM 
域 F, 使 Fi] 适合 定理 2 中 所 说 的 3 素 元 性 质 . 

证 朋 ”证 法 与 定理 2 的 证 明 类 做 ， 只 需 作 如 下 改变 ， 
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TT wr saya v asas mnn en 


对 于 任意 到 定 的 奇 素数 p, 首先 把 Ta RA C 上 的 1 阶 理论 
Tp = A U A; U {ky} UAs UAg UA, 其 中 Al, A2, As, Ag 与 To HH 
E, kp APP AD: 


1+1+:- - +1=0 (ASH p 个 1 AHN), 


Ay RE MAC 的 元 素 有 无 限 多 个 , 它 包 括 下 列 无 限 多 个 语 
tij: 


Say[C(z) A Cly) A (z £ u)|, 
3zyz[C(z) A Cly) A C(z2Y A (z Z y) A (z Z z) A (u Æ z) 


其 次 ,在 引用 紧 致 性 定理 证 明 T, 有 模型 时 ， 对 于 T, 的 任 一 
有 限 子 集 S, RAMS A; 中 的 有 限 个 语句 最 多 是 说 “存在 q 个 不 
al C 元 ”, 则 可 取 p GUE p™ > q, 再 由 了 H 定理 知 p” 元 域 上 的 
1 元 多 项 式 环 就 能 适合 S 中 一 切 语句 . H S 的 任意 性 可 知 Tp 有 
模型 . GEH) 

定理 4 存在 无 限 和 多 个 特征 数 为 2 的 无 限 域 F. 使 F|z] 中 每 
个 次 数 a> 3 BH 38382 1 的 多 项 式 都 可 表 为 3 个 首 系 数 为 1 的 
不 可 约 多 项 式 之 和 、 其 中 1 个 次 数 为 d, 另 2 个 次 数 较 低 . 

证 明 与 定理 3 的 证 法 类 似 , 但 在 定义 WM As 中 把 pr 
Ei. 

本 节 肉 容 取材 于 [6]. 


82 二 次 数 环 的 具有 Goldbach 性 质 的 扩 环 


S Z 为 整数 环 ， m 为 任 一 个 无 平方 由 子 并 且 适 合 半 三 2 
(mod 4) BË m = 3 (mod4) 的 有 理 整 数 . 考虑 一 次 代数 整数 环 Z| Vl 
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={atb/m|ad¢Z}. 我 们 将 证 明 ， 存 在 Z|/m] 的 扩 环 R. R B 
有 Goldbach PER. (38: 任何 非 0 也 非 单位 的 元 o 的 2 倍 都 是 两 
个 素 元 的 和 . ) 为 此 ， 先 证 明 两 个 引 理 . 

引 理 1 对 于 上 述 的 m, 在 Z PEARS BATHE 
(TL) 的 素数 p: 

(Tl) 对 任何 a,8e Z. 3 pla a pth, M pta?— mb. 

证 明 (D 任 取 一 个 不 以 m 为 平方 剩余 的 素数 p (其 存在 性 见 
FE (ID). 今 证 p 适合 (Ih): 

(1.1) 假若 有 a,b EZ 使: 


pta ii pla? —mb? (1) 


Hptakp 为 素数 WMA 1 e Z IE al = b (modp), 从 
HE 0 = a? — mb? = a2(1 — mË) (modp), BH p 1 a RALE 
m = (ml)2 (modp). 这 与 p 的 取 法 不 合 ， 所 以 (1) 不 能 成 立 ， 

(1.2) REB a,b CZK ptb iti p| a2 — mb, 念 (1.1) 可 得 六 
ja. 

(ID 对 于 m, We, EE SERF] en + died AR) 中 
的 素数 p 都 不 以 m 为 平方 剩余 . {可 参看 [7] 中 p.75 通过 特例 所 
说 明 的 一 般 方 法 ). 再 由 Dirichlet 定理 可 知 在 数列 en + d 中 有 无 限 
多 个 素数 p. 

由 (D.(ID 即 知 引 理 1 成立 ， {证 毕 ) 

引 理 2 设 有 理 素数 p BELPER (ID). MK iw Zim] z 
于 理想 子 环 (p?) 的 剩余 类 环 ， 则 K 具有 下 列 诸 性 质 :， (a) K 是 有 
1( FORK 5G) 的 可 换 环 ， (b) K PERH. (c) K PAPER, 
其 个 数 为 p-e. (0) 下 中 存在 合 元 ， 其 个 数 为 妒 一 1. (e) KH 
合 Goldbach 性 质 . 

证 明 (aj,(b) 易 见 ， 以 下 证 (c) 至 (e). 
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—— —r mna gz 


ee oe Ta n ma = 


(D 首先 ， 易 见 可 取 下 列 诸 数 作为 K 中 诸 剩 余 类 的 代表 元 ， 
atbym, (0 <a,b <p). 

所 以 K 的 元 数 为 p. 

(ID 现在 定 出 中 的 单位 (BAH yG Ë u). 

(2.1) Ea +b m 是 玉 中 的 单位 ， 则 存在 下 中 的 元 2 二 YY 而 
适合 

(atbym)}r +y m) = 1 (Æ K dh). 

易 见 此 等 价 于 A Pele: 


aa + mby = 1 (mod p°) (1) 

ay + bz = Ü (mod p°) (2) 
由 (1) 可 知 : 

EZP, pla Ñ ptb. (3) 


(22) 反之 ， 若 (3) 成 立 ， 则 由 (ID) S pta? -mb 从 而 易 见 
存在 s € Z, BË E (a? — mb2)s = 1 (mod p*). SRK x, y(0 < 2, y <p?) 
HA z = as, y = —ba, (mod p3), ies 


az + mby = (a? — mb*)s = 1 (mod p°). 


及 
ay + bz = —abs + abs = 0 (mod pŠ), 


所 以 (1) 及 (2) Re, JAY z+ y m R a +b m (€ K PRD yu, 
(2.3) HETA, a+ b m # K b bB 5 B 1 “pla 
pte. Mine K 中 单位 的 个 数 是 p — pt. 
(HD PAE EH K PMR IRS G. 
(3.1) SHE: pat K 中 的 素 元 . 
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Fil p fE K PMT E + syr f 
p = (a + bv m)tc +t dym) (F K P). 


WE Z +E 
p = ac + mbd (mod p°) (4) 


假若 a 二 bym E c+ d m 都 不 是 五 中 的 单位 ， 则 由 (2.3) A Z 
中 有 pja, b c,d, MIH piac + mbd. 此 与 (4) TA. 

E pE K PRET SRS b — TAT EH z. 
XH (2.3) Ap AS K FEHR, AM p R K PRR- 

(3.2) 现在 考虑 K 中 的 素 元 p 与 任 一 单位 元 E + bym E h 
Ogeab<p HA pita sk pid) HRA. BMRA pla + b m) 
在 K HEPS, HEH pt 一 p?， 

FLE, KERKEE K 中 的 素 元 . 但 由 于 我 们 尚 不 知 K 
中 是 否 具 有 素 分 解 的 唯一 性 ， 所 以 不 能 由 上 段 直 接 肯 定 此 事 ， 以 下 
仿照 (3.1) 来 证 明 每 个 这 样 的 乘积 pla 十 bym) 都 是 K FARÉ. 

任 取 pla + b /m) 在 下 中 的 一 个 因子 分 解 


pla + bym) = (e + 4/m)(e + f /m) (fE K rh). 


即 : 
pa + pbVm = (ce + dfm) + (cf + de) Vm (E K 中 ). 
所 以 在 Z| vm] 中 有 
(pa — ce — dfm) + (pb — cf — de), /m = p° (u + um), 
从 而 在 Z 中 有 
pa — ce ~ dfm = pšu (8) 


pb — ef — de = pšu (6) 
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(LS cqd. m 4 e+ f/m EMP K Sa Bi dr, Wy (2.3) Ml ple. die. f. 
再 出 (5) 及 (6) in pla H plo. 从 而 a + bm PRE K 中 的 单 
it, FALF IA. 

所 以 pla + bym E K PRA ADAR, XH (2.3) MER 
i, Mil A PMs oc. 

(3.3) 由 (3.1) R (ID XBA: PRR PHA. Mai Ral 
知 ， 一 殷 形 状 为 Pla 十 bym) ic, KP ocab<p HH ab d 
AAO, ABE K hj p 相伴 的 合 元 GE p?-1 4). 

(3.4) 由 (2.3) É (3-2), (3.3) 中 关于 务 种 元 数 的 结论 可 知 ，(3.2) 
中 包括 了 去 的 全 部 素 元 ， (3.3) PHT KM ERA a. 

(YV) 现在 证 明 K 适合 Goldbach 性 质 . 

ERK PAi BEME a 

Fa 为 素 元 ， 则 2e BRAZDA 2 Tü. 

Bahasa. Wh (3.3) & (3.44) Maw 


pa + pb/m (0 < a,b < p) 
形状 ， 故 有 


2a = (pípa + 1) + p?bym) + (p(pa — 1) + p*by/m). 


ti = p(pa + 1) + pdm, 
T> = p(pa — 1) + p bym. 
(必要 时 将 plpa + 1) 或 pipa — 1) 换 为 其 对 于 和 模 p' HN MR 
P, AM PEIRE) WHI (3.2) 可 知 mn ABE K PRRD. 
由 以 上 讨论 即 知 (c). (d) (e) 成 立 . (ük HE) 
定理 5 对 任何 形状 为 Ayn] = {at b/m| ab € Z) 的 二 
次 代数 整数 环 (其 中 m 是 无 平方 因子 县 适合 m = 2 (mod4) 或 
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m = 3 {mod4) 的 有 理 整 数 ), MERA FABRA RH BR: (a) 
是 有 1 的 可 换 环 、 (b) R 不足 整 环 ，(c) R 中 有 无 限 多 个 素 元 . 
(WJ 呈 中 有 无 限 多 个 合 元 ， (e) 中 适合 Goldbach MER. 

证 明 GEN £ = (+... 0.10). 令 工 为 上 如 下 的 1 阶 班 论 
【以 于 用 普通 语言 描述 其 会 再) 


可 换 环 公理 ， 有 是 以 1 AHA U; 
在 在 零 因子 ; 

存在 天 全 不 同 竟 索 元 (nm = 1, 2,3.---}; 
存在 nn 个 不 同 的 合 元 fn = 1, 2,3,---)5 
Goldbach 性 质 ; 

Z| m) PRR. 


(其 中 Zym) WAR: 此 环 的 如 法 表 ， 乘 法 表 及 一 切 不 等 式 
a + b/m #0 (a,b € Z ab 不 同时 为 0). FERS LH p RE 
ym.) 

ERT 的 有 限 子 集 S, 则 由 引 理 1 及 引 理 2 易 知 能 找到 足够 
大 的 正 有 理 素数 使 Avm) 对 于 理想 子 环 (P) 的 剩余 类 环 FK 适 
AS. MHRA aT 有 模型 . 

ALT 的 每 一 模型 也 都 具有 定理 中 所 说 的 性 质 . (HE HE) 

以 下 考虑 另外 一 类 二 次 代数 整数 环 Zr] = (a+ br] a,b € Z). 
Ep + = (/m — 1) /2, m 为 任 一 无 平方 因子 员 适 合 m = 1 (mod 4) 
HARRA. 我 们 将 证 明 与 定理 5 类 似 的 结论 { 见 定理 6), AE 
两 个 引 理 . 

引 理 3 对 于 上 述 的 m, 设 m = 4r + 1, WE Z h iri X. L 2 
ABST EM (ID) 的 素数 p: 

(IL) XIE a,b € Z, # pla BE pt, M) pia? — ab- ri. 

证 明 (D 任 取 一 个 不 以 m 为 平方 剩余 并 呈 适 合 p 关 2,.p11 
a (其 存在 性 见 下 商 (1D). uE p 适合 (o): 
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(LI RBA abe ZH. pfu iif plat — ab — rh. 
H pla Efe F 1 € Z FE at= b (modp). MMA 0 = a? -~ ab — 
rr (modp). BRA pte HWA 


0=rÉË + 1— 1. (modp) (1) 


Y Hi p # 2 Me € Zea 2u = 1 (modp), JA 0 = r+ 
rl — r = rP? + Qurl + u? — (u? +r) (modp). Mii At +u)? 
du? + Ar = 1 + 4 = m {modp) Mim BR p BB R|. ix 
p 的 取 法 不 合 . 

所 以 : € p{a, Wl pfa- ab- ro, 

(1.2) 假若 有 abe Z E: pd mi pla? — ab — rb2. 

H pte WEE q € Z tE bq = a (modp). MINA 0 = a? — ab- 
rb? = bg — q —r) (modp). RA pt b BIA 0 = q? — q —r (mod p). 
由 此 友 pir Ml pla Amr h € Z Ë qh = 1 (mody). 从 而 
0 = gË — gi? — rÈ (mod p), AEE 0 = rl? + h — 1 (mod p). 此 与 
(1.1) 中 (1) 式 相同 ， 再 仿 (1.1) 可 得 矛盾 ， 

所 以 : # pth, Wl pt a? — ab- rh. 

HH (1.1) 及 (1.2) 即 知 p 适合 (U). 

CEL) 入 引 理 LEA R h (ID. 可 知 在 ZA ARS PRM p T 
Um 为 平方 剩余 ， 其 中 适合 p 关 2 及 ptr 的 显然 仍 有 无限 多 个 . 

(D.C 即 知 引 理 3 成 立 ， 

引 理 4 设 有 理 素数 p 适合 上 述 竹 质 (UL). 以 工 记 Zir) 对 于 
理想 子 环 (p?) 的 剩余 类 环 ， 则 L 具有 与 引 理 2 中 的 K 相同 的 性 
J (a) Æ (e). 

证 明 (a),(b) 易 见 ， 现 在 证 (c) Z (e). 

(D 首先 ， 易 见 可 取 下 列 诸 数 作为 L 中 诸 剩 余 类 的 代表 元 : 


T 


a+br, (0 <a, b< p’). 
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所 以 工 的 元 数 为 pŠ. 
(D 现在 定 出 工 中 的 单位. 


4 


Hm = 4r+ 1 K += f m -12 Btr 


2 


T — r-r =Ü {1} 


(2.1) 设 a 十 br BEL ih, WEE L Poet gz š C 


fatbr}etyr)=1, (th bP) {2} 


(2) Arm eT a HJ (1) RHEA fax + rby) + (la - biy + beir, HE 
(2) 等 价 于 Z 中 的 辕 余 式 组 


ax + rby = 1 (mod p5) (3) 
(a — By + bz = 0 (mod p”) (4) 

FH (3) 可 知 ， 
pla pR p tb. (5) 


(2.2) 反之 ， 若 (5) 成 立 ， 则 由 (Ma) 知 pt a? - ab- rb2. 从 而 
易 见 存在 € Z 能 使 


(a? — ab — rb2)s = 1 (mod pŠ) (6) 


SR x.y (0 £ ry < p5) HIBS z = (a bjs, y = —bs (mod pŠ), W 
有 GER (6)) 


az + rby = (a? — ab)s — rbs = 1 (mod p), 
(a—b)u + bx = —(a — b)bs + (a — b)bs = 0 (mod pŠ), 


所 以 (3). (4) eae. MAM r+ yr 是 a+ Br 在 工 中 的 道 元 . 
(2.3) BEAM, a+br EL PRB YMA RY Opto me pth. 
ATRAL rh AT 38 E: p° — pš. 
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(HD 现在 定 出 工 中 的 素 元 及 合 元 ， 
(3.1) EHE pÆ E PRR yc. 
ER pte L PATA et 


p= (a+ érifet+dr) GE L rh). 
则 在 Z pH (参照 (3) 式 的 计算 ): 
ac + rbd = p (mod p2) (7) 


BE atbr 及 e+dr 都 不 是 荆 中 的 单位 , 则 由 (2.3) MIVA pla, be d, 
从 而 有 p2|ac + rbd. 此 与 (7) 不 合 . 

AE, p 在 上 中 没有 真 分 解 ， 再 由 (23) BN p E L PR 
z. 

(3.2) 仿照 引 埋 2 证 明 中 的 (3.2) 至 (3.4), 可 以 定 出 工 的 全 部 
素 元 (到 — pf) 及 全 部 合 元 (p? — N. 

(IV) 仿照 引 理 2 证明 中 的 (1Y), 可 证 上 适合 Goldbach PEM. 

由 以 上 讨论 即 知 (c),(3),(e) 成 立 ， (EHE) 

定理 6 对 任何 形状 为 2Z[7] = {a+b ]a bE Z} 的 二 次 代数 整 
数 环 , (其 中 7 = (/m-1)/2, m R. F AF AGS m = 1 (mod 4) 
的 有 理 整 数 ), 都 存 在 具有 下 列 诸 性 质 的 扩 环 R: (a) R 是 有 1 的 可 
RE. (b) R 不 是 整 环 .。 (c) R PER £ 4 RT. (d) R 中 有 
无 限 多 个 合 元 ， (e) RHA Goldbach HM. 

证 明 仿 定理 5, 略 去 . 


§3 二 次 数 环 的 不 具有 Goldbach 性 质 的 扩 环 


在 本 节 中 , 我 们 仍 以 Z| Vm] R Z 分 别 记 定 理 5 及 定理 6 中 
所 说 的 两 类 一 次 数 环 ， 
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S25 Rpg 是 两 个 不 同 的 适合 h) BB E IB 3 S. p> 2. 
以 Ay 记名 [Ym] 对 于 埋 想 子 环 (p?9) 的 剩余 类 环 . 则 K, 具有 下 列 
WHS: (a) Ki 是 有 1 的 可 换 环 .tb) Ki 不 是 整 环 .人 c) ñK, 中 
FERT BERA pg -p gtl (d) ki Pea. ES 
H ptt q? — 2. (e) Ky 不 适合 Goldbach 性 质 . 

证 明 与 下 面 引 理 6 的 证 法 类 似 ， 略 去 . 

定理 7 对 于 定理 5 中 所 说 的 任何 一 次 代数 整数 环 Zl fm] 部 
存在 具有 下 列 诸 性 质 的 扩 环 R. (a) Ri Rf l BSD IK. (b) R, 
PREM. () Ri VHCRETHA. (d) R, PAARE TA 
元 ， le) R, 不 适合 Goldbach PEM. 

证 明 与 定 埋 5 BORA, BRK. 

引 理 6 ipa ENT TARAS (l) 的 正 有 理 案 数 ，p > 2. 
EL L, id Air 对 二 理想 子 环 (p2q) WRB. LL RAP 
性 质 : (a) L, 是 有 1 Mae. (h) L, PERH. (o) L 中 在 
ER, APM pP- -g +1. (d) Ly 中 存在 合 元 ， 其 个 数 
Apt tq? — 2. (e) Li 不 适合 Goldbach EA. 

证 明 (a),(b) 易 见 ， 现 在 证 (c) 至 (e). 

(D) 首先 ， 易 见 可 取 下 列 诸 数 作为 L, 中 诸 剩 余 类 的 代表 元 : 


a+ br, (0 < a,b < p?q). 


所 以 L, MCR pte’. 
(ID 现在 定 出 L, 中 的 单位 . 
H m= 4r-+1 Ë += {ym 一 1)/2 有 
TŽ? r ord (1) 
(2.1) 设 a + br 是 L, 的 单位 ， 则 存在 L, 中 的 元 2 十 BS 
(a + br)(z + gz) = 1 (f L, rh) (2) 
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HM (2) SHOP ZL 中 的 同 余 式 组 


az + rby = 1 (mod p2q) (3) 
{a — byy + bx = 0 (mod p’q) (4) 
H (3) AFAN: 
pla mk pth, (5) 
“qta sk gb". (6) 


(2.2) 反之 , A (5) 及 (6) 成 立 , 则 由 (LJ) 知 p. qta? ab rb, 
JA pg Go? — nb — rb? WH, AFE sez pet 
(a? — ab — rb2)s = 1 (mod p2g) (7} 
今 取 x,y (O < ry < p'a) IBS z = (a bjs, y = —bs (modp’g). 
WA GER (7)) 
ax + rby = 1 (mod p°q), 
(a — Py + bz = 0 (mod p’q). 
所 以 (3),(4) ARIZ, AAT w+ yr 是 a+ br fe L, PI. 
(2.3) 由 上 可 知 ，& 十 7 fr L, 中 为 单位 当 且 只 当 “(5) H (6)". 
HOR Ly 中 单位 的 个 数 是 pz(p2 一 1)(q? — 1). 
(HD 现在 定 出 L, 中 的 素 元 及 合 元 . 
(8.1) uE: p 是 Ly 中 的 素 元 . 
FER p 在 Li 中 的 一 个 因子 分 解 
p = (ce + dr)(f + gr) (在 五 rtt). 
则 在 名 中 有 
ef + rdg = p (mod p2q), 
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所 以 存在 产 EZ 使 
b = cf +rdg + hp2q (8) 
RA ctd Fj f + ər EJE L, 的 单位 ， 则 有 
(ple H. pid) $ (gle B ajd), 
(plf H pig) È (elf B aig). 


# ale H gid, MH (8) A glp. HBT ARE, AEM ple H pld. AAA 
pif Halo. 路 此 二 结论 及 (8) 有 plp, 又 不 可 能 ， 所 以 p £ L, 中 
的 素 元 . 

(3.2) fh (3.1) 可 证 ， — FRB! pfa + br) (2 + br 8 L. 中 的 单 
位 ) 也 都 是 L, PH Ri. 其 个 数 可 算出 (RB 0 < a,b < pg Wú 
围 内 计算 得 人 台 (5) 及 (6) 的 at br 个 数 即 可 ) 为 (p2 — 1)(q2 — 1) 

(3.3) 出 (3.1) TA, 一切 形 如 p?(a 二 67) (0 < a,b < q) 的 非 0 
元 都 是 工 | 中 的 合 元 ， 其 个 数 为 四 一 1. 

(3.4) 再 证 :gq 是 L, 中 的 合 无 

由 p,q 互 素 知 存在 uo € Z RE up? + vg? = 1, 从 而 易 见 在 
Li PE q= og. Ha 不 是 单位 可 和 扼 这 是 q 的 真 分 解 ， 所 以 g 是 
L, 中 的 合 元 

从 而 一 切 形 如 gta 十 b7) (0 < a,b < p?) 的 非 0 元 也 都 是 工 ; 中 

合 元 ， 其 个 数 为 pt 1. 

(3.5) 以 上 (2.3),(3.23,(3.3),(3.4) 中 已 知 的 单位 ， 素 元 ， 合 元 总 
BOA pig? -1. 所 以 这 已 是 L 中 的 全 部 非 0 元 . 出 此 邑 得 Li 中 素 
元 及 合 元 的 个 数 . 

(IV) 现在 证 明 L, 不 适合 Goldbach 性 质 . 

考虑 L, 中 的 合 元 A La 中 素 元 的 形状 易 见 29 不 能 表示 为 
ZELA GER p> 2). {证 毕 ) 

定理 8 对 于 定理 6 中 所 说 的 任何 二 次 代数 整数 环 Zir], 都 存 
在 具有 下 列 诸 性 质 的 扩 环 Bi: (a) Ri 是 有 1 ATR. (b) R, 不 
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TE Ee ———— n r e 


EEH. (Rh 82 TEN. (d) R 中 有 无 限 多 个 全 元. 
(e) P, AGE Goldbach 性 质 . 


0 


11 


]2 


证 明 与 定理 5 AXIL, BRK. 
ATT AL § 2 是 根据 18 改写 的 .其 它 有 关 讨 论 叮 参看 [101， 
DAB [12] 等 . 
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第 5 = 


关于 域 上 的 无 限 方 阵 


域 上 的 无 限 方 阵 是 一 类 不 易 处 理 的 对 象 ， 现 在 还 缺少 一 般 性 
的 基本 研究 . 它们 与 有 限 方 阵 有 很 大 的 不 同 ， 例 如 : 无 限 方 阵 间 - 
般 没 有 依 自 然 方式 定义 的 乘积 , 乘积 有 定义 时 也 未 必 适 合 结合 律 
又 如 : ARID BEAT LUG MAD PETIA MI R BE 
有 的 无 限 方 阵 又 会 有 很 多 的 双 侧 道 方 孟 ; 等 等 . 本 章 主要 讨论 行列 
有 限 的 无 限 方 阵 (简称 rcf 方 阵 ), 它们 反映 一 个 域 (看 作 自 身上 的 
向 量 空间 ) 的 无 限 直 和 上 的 一 类 线性 变换 ， 因 而 有 较 好 的 性 质 ， 在 
$1 中， 讨论 rcf 方 阵 的 求 逆 问 题 , 我 们 根据 义 献 | 中 关于 域 上 无 
限 线性 方程 组 可 解 性 的 一 个 基本 定理 ( 它 可 以 用 模型 论 方法 证 明 ). 
得 到 ref 方 阵 存在 各 种 道 方 阵 的 一 些 充分 必要 条 件 . 在 82 及 83 
中 ， 讨 论 ref 方 阵 在 一 种 自然 的 等 价 性 意义 下 的 对 角 化 问题 ， 它 比 
有 限 方 阵 的 对 角 化 问题 要 复杂 很 多 .并 不 是 每 个 ref 方 阵 都 可 对 角 
化 . 我 们 给 出 rcf 方 阵 可 对 角 化 的 充分 必要 条 件 ， 并 给 出 不 可 对 角 
化 的 例子 ， 晤 后 ， 作 为 附录 ， 在 $4 中 补充 说 明 在 $2 及 $3 中 所 
用 到 两 个 概念 的 存在 性 . 
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81 kE ref 方 阵 的 逆 方 阵 


在 以 下 的 论证 中 ， 要 多 次 用 到 1] 中 的 下 列 结果 : 

EM. 设 下 为 一 域 ，EB 为 由 下 上 无 限 个 线性 方程 式 所 组 
成 的 集合 {其 中 未 知 量 的 总 个 数 可 为 无 限 多 ). MRE 的 每 一 有 限 
TEME F 中 有 和 解 ， 则 E RSE F RAM. 

这 一 定理 可 以 用 模型 论 方法 证 明 , ARM PE: 在 一 个 适当 的 形 
式 语音 上 , 把 域 公理 及 下 的 图 象 及 瑟 合 起 来 看 作 一 个 形式 理论 工 . 
由 题 设 可 知 工 的 每 一 有 限 子 集 都 有 有 模型 ， 故 由 紧 致 性 定理 知 荆 自 
身 有 模型 ， 任 取 其 一 神 型 M. H T 的 定义 知 M 为 五 的 扩 域 上 且 在 
其 中 E 有 解 ， 任 取 其 一 组 解 Oo 6， … 现在 把 M B F FÉ) 
间 量 空间 并 取 定 如 下 一 组 基底 二 = 1,bs,bs,…-( 易 见 此 可 能 ). 把 诸 
£ 依 此 基底 表示 为 如 下 形状 


& = (tatim mia, ) GE zy € F), 


TU LYS ë 的 第 1 分 量 za G= 1,2,3,…) REEF PHA 
解 { 童 者 间 志 也 曾 独 立地 得 出 这 一 证 法 ). 

EM j À Ak F Eñ BE. MR A 的 每 一 行 ( 列 ) 中 
只 含有 限 个 非 零 元 ， 则 称 4 为 行 (PJ) 有 限 的 . MRARRTAR 
及 是 列 有 限 的 ， 则 称 A 为 行列 有 限 的 ， 简 称 为 ri J BE. 

EM 设 4 为 域 玉 上 的 元 了 根 方 阵 ， 如果 存 在 A 的 有 限 个 行 
(Fl) 向 量 在 F 上 线性 相关 ， 则 称 A ATT (Z|) 向 量 在 F 上 线性 
ABR. 否则 称 A 的 诸 行 { 列 ) MRE F Libia. 

定义 W A b F 上 列 有 限 的 无 限 方 阵 ， 对 于 A MATH 
E ri;rs;rs……' RF REALE mazas o, 可 以 依 自 然 方式 
定义 过 眼线 性 组 合 ari 4 aara 十 asrs 十 …… MRRP 中 一 组 不 
EAER al,ma,aa…… 使 此 线性 组 合 为 零 向 量 ， 则 称 A 的 诸 行 向 


EEF 上 无 限 线性 相关 ， 和 否则 称 A WTH EE F 上 无 限 线性 
RA. SERR, MPP LAT ARN ARAB, AR ERS 
量 定义 相应 的 概念 ， 

R 2 (a) 设 4 为 城下 上 人 刚 有 限 的 无 限 方 阵 ， 则 : ARE 
F 上 的 左 道 方 阵 的 充分 必要 条 件 是 ANA RA F 上 线性 无 
关 ， (b) (a) 对 偶 的 命题， 

证 明 可 人 参照 以 下 定理 3 及 定理 4 的 证 明 思 路 , 不 在 此 详 述 . 

对 于 下 上 的 rof APEA 定理 2 给 出 了 4 WAARA EA 
阵 存在 性 的 充分 必要 条 件 . JE H Tik im yy BE R D E rcf 的 ， 从 
而 在 它们 与 4 之 间 结 合 律 末 必 成 立 ， 所 以 我 们 还 趟 能 把 定理 2 的 
(a) (b) 两 部 分 简单 地 合 起 来 就 直接 断言 它 是 A 具有 双 侧 道 方 阵 的 
充分 条 件 ， 虽 然 这 个 结论 是 对 的 (W g BE 3). 关于 ref 方 阵 的 双全 
闭 方 阵 的 存在 性 ， 有 下 列 诸 定理 . 

定理 3 AAR F Li ct 7H, WARA F EJ xz MWM 
方 阵 的 充分 必要 条 件 是 ， 4 的 诸 行 向 量 在 F 上 线性 无 关 ， 并 且 A 
的 诸 列 向 量 也 在 三 上 线性 无 关 . 

HEAR (D 证 条 性 的 充分 性 . 设 4 = (ay) 的 诸 行 向 量 在 F 中 
线性 无 关 且 诸 列 向 量 也 如 此 . 

H 4 为 行列 有 限 可 知 存在 两 个 正 整 数 函 数 r(ü),s(i) 能 使 


Giit = Grea = = 0, 
Balitid = Balije = 0° = Ü. (i = 1,2,3,---) 
S X = (zs 为 由 无 限 个 未 知 量 z. G.J = 1,2,3,---) 组 成 的 
HRE. 现存 证 明 无 限 方 阵 的 方程 组 
(ax = I, 
XA=T. (7 为 单位 方 阵 ) 
在 五 上 有 解 . 


B Ae y Pi zl ee G F Fo OR ET) 线性 方 
程式 如 下 : 


CT yeep TT Oare = di 
E 4 AT + ayta bo + yyt) = Ó: 


(i,j =1,2.3,--5 


(Hip é;=1, í Z j BJ ój = 0). 

ER E MAR FR Eo RAP RAR 【不 论 是 行 
的 或 询 的 ， a 的 或 zr 的 ) 2j k. Zx ú = max(=(1),r(2),:'-..r(k)). 
v = max(s(1), s(2),---, s[u)). 

现在 考虑 AALS ef u UF ABR MER < 
u < +). 

He HEREA A & AA POC: Æ A BU BU u 
个 列 向 量 中 ， 只 比 A 的 相应 列 向 量 多 出 无 限 个 0 分量)， 再 由 题 
设 可 知 A 的 列 秩 为 u, 从 而 其 行 秩 也 为 u, 

Hi u 的 取 法 仿 上 段 可 知 ， A 的 前 无 行 在 六 上 线性 无 关 . 

以 V, iH A 的 行 同 量 生成 的 同 量 空间 , 旭 由 以 上 知 Vi 的 维 
AOI (> k), 并 且 以 A 的 前 个 行 向 量 为 基础 可 以 扩充 为 WW 的 
一 组 基底 ， 设 扩充 时 所 需 的 一 组 行 向 量 为 A, 的 第 pi,poy… Buk 
行 (其 中 < pi < p. << pu-k S t). 

为 了 叙述 方便 , 现在 把 A Budi o 行 重 排 ， 使 其 ， 前 太行 不 动 ; 
原 第 Popo spu- 行 各 排 为 第 k +1 k+2,---,u iT; 其 他 一 
个 行 可 和 任意 排序 . 记 新 得 的 无 限 方 阵 为 As. 则 易 见 At BAG L f 
uxu Dh AL 为 可 道 方 阵 ， 从 而 有 限 方 阵 的 方程 组 


jn = dy 
WAL = Tu. Uva ux u S W A RE) 


EF ESR. 
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Wik HRA BS AZ SE fi hi GP 上 的 一 组 线性 方 称 
所 我们 由 的 取 法 不 礁 看 出 。 Ev 实际 上 可 看 作 En 的 -部 分 
(Uf; AA Mei so, Sy, HR). 从 而 由 上 段 可 知 Eo 在 
F AR. GEE: Er 本 必 能 看 作 E 的 一 部 分 ， 但 此 事 无 妨 , ) 
再 出 Eo 的 任意 性 及 定理 1 BD H: £ f. F A ig. 从 而 AR 
有 F FA xM üu yB. 
(H) 证 条 件 的 必要 性 . 设 4 具有 下 上 的 双 侧 道 方 阵 B = (b; ). 
由 BB4= 了 了 可知 有 
1 = bnan t bran +: bys 
Ü = busi + diraa + +--+ ha asta, 


O = birgis + bzaga + +--+ biaa aaa 


Reps) MAMA) Hi 31, A 1 FRE A Bh 
限 个 列 在 上 线性 表示 . 

EWM, 4 的 每 一 列 都 不 能 由 4 的 另外 有 限 个 列 齐 F 上 
线性 表示 ， 从 而 易 见 A 的 诸 列 向 量 本 下 上 线性 无 关 . 

AE, 由 AB = IT ELMI 44 的 诸 行 向 量 在 下 上 钱 性 无 关 . {证 
E) 

引 理 1 (a) 设 A.B 者 是 域 上 行 有 限 的 无 限 方 阵 , 则 对 F 上 
任何 光 限 方 阵 忆 都 有 (ABIC = ABC). (b) 设 A,B MEM F 二 列 
有 限 的 无 限 方 阵 , 则 对 下 上 任何 无 限 方 阵 忆 都 有 (CBYA = C(BA). 

证 明 由 直接 计算 不 难看 出 ,不 详 述 

定理 4 (a) 设 4 为 域 下 上 行 有 限 的 无 限 方 了 省 ， 则 : ARB 
F ETARE ENED ERE A 的 诸 列 向 量 在 F j 
无 限 线 性 无 关 . (b) (a) 对 侦 的 命题 . 

WEAR (i) GE (a) 中 条 件 的 充分 性 , 设 A 的 请 列 向 量 主 下 上 无 限 
线性 无 关 . 以 ?71,72,73,.… 记 所 的 诸 行 向 景 ,并 令 e1 = (1,0,0,0,---), 
e2 = (0,1,0,0,--+), e3 = (0,0,1,0, 0, --- 
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am — 


(1.1) 现在 证 明 ， el 可 出 Ty ra ra... 中 的 有 限 个 在 F 上 线性 
假若 不 然 ， 则 对 每 一 正 整 数 k, 方程 


E1 = Ziri + Egry + :- FLT E 


fe F 中 无 解 ， 把 此 方程 等 价 地 改写 为 F L Aq IB 4 4k 3 yE 
l = aii2i + a282 十 … + Gk1Zk, 
B, Ü = agati + Gaeta + +++ + Gk2Tk, 

D = QG1371 + agat +--+ death, 


(1-1.1) 车 aipa, anl BAH 0. 

HOE, 在 下 中 无 解 及 定理 AW, RE ERR I = Kk) 能 
使 E, 的 前 ?个 方程 在 中 无 解 . 再 由 诸 方 程 形 状 及 线性 方程 组 
PCR Mis 27H 


811 012 ai 

a2, G22 gt — 
. | 可 由 | ，1,…,| .| 在 下 十 线性 表示 . 

GEL Qk? Tki 


{1.1.23 车 mran: G AO. FRE > 2, 显 见 仍 有 与 
(1.1.1) 同样 的 结论 成 立 . 

(1.1.3) 以 cene o WA A. 现在 考虑 方程 = 
?ac2 + Tacs + [H A 为 行 有 限 可 知 此 方程 有 了 意义}. 把 此 方程 等 
价 地 改写 为 三 上 的 一 集 (无 限 多 个 ) 线性 方程 A, 则 由 (1.1.1) 及 
{1.1.2){ 并 注意 下 的 任意 性 ) REMI RMAF RAR, Am 
Ni c1,c2,c3,"… 在 已 上 无限 线性 相关 ， 这 与 题 设 矛 盾 . 

(1.2) 仿 上 可 证 ， 每 个 ei 都 可 由 ri, rz,rs,… 中 的 有 限 个 在 F 
上 线性 表示 (i = 1,2,3,……). 由 此 即 易 见 4 具有 五 上 的 行 有 限 左 
道 方 阵 ， 
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(H) ik (a) PRRD ERE BABA FE LRT A REA i 
B. Vie), ¢2.¢3,--- ANA. AA die, t deea t daea toeo = 


O(H d; € F), $ D = (di), 其 中 dy = deg = dg = ++ = d 
G= 12.3... .), MELA AD = 0. HH BATTER K SIB I 可 得 
D = (BA)D = B(AD) = 0, Mi di = d>, = ds = -= 0. 所 以 
Cept o HEF LE 2 PE 2: 5. 

(b) 的 证 明 与 (a) SEP RHE. 【证 毕 ) 


引 理 2 (a 设 4 为 域 下 上 行 有 限 的 无 限 方 阵 ， 车 4 具有 右 
逆 方 阵 忆 并 且 具 有 行 有 限 的 左 递 方 阵 B, il]: BA A 的 唯一 双 侧 
WAR, HAR 4 的 唯一 右 逆 方 阵 ， (b) (a) 对偶 的 命题 . 

证 阴 由 引 理 1 5 MW. 

由 以 上 诸 结果 易 得 下 列 主要 定理 ， 

定理 5 BAH F hÉ rd 无 限 方 阵 ， 则 ， (a) “AK F 
上 有 具有 唯一 的 双 侧 赣 方 阵 ， 并 且 它 是 行 有 限 的 ” 当 且 只 当 ，“4 的 
诸 行 向 量 在 F 上 线性 无 关 ， 并 且 诸 列 向 量 在 F 上 无 限 线性 无 关 ”. 
(b) 与 (a) 对 偶 的 命题 . {c} "4 在 已 上 具有 唯一 的 双 侧 逆 方 阵 ， 并 
且 它 也 十 rcf 的 ” 当 且 只 当 “A 的 诸 行 向 量 在 上 无 限 线 性 无 关 ， 
并 且 诸 列 向 量 也 在 F 上 无 限 线性 无 关 ”， 


§2 WE ref 方 阵 的 对 角 化 【上 ) 


设 卫 为 性 一 域 ， 以 下 讨论 的 方 阵 都 是 F H BU. 

定义 设 4 为 一 zf 方 阵 ,如果 4 具有 (唯一 的 jrcf 双人 出道 方 
阵 ， 则 称 4 为 ref u 2609. 

定义 W Mi, Ma 为 rcf 方 阵 . 车 存在 rcf 可 道 的 rcf 方 阵 P,Q 
能 使 Pada4 = Ma, ME M 与 M, 等 价 ， 记 作 M. ~ Me. (BA ~ 
是 一 等 价 关系 . ) 

EX HRD A— ref HH, AD PRO 元 都 在 同一 条 对 角 
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线 上 [不 限于 主 对 角 线 ), 则 称 D 为 一 对 角 方 阵 . 若 rd 方 阵 M 等 
价 于 一 个 对 角 方 阵 ， 则 称 M 为 可 对 角 化 的 . 

KT rcf 方 阵 可 对 角 化 的 充分 必要 条 忻 ， 有 以 下 三 个 主要 定 
4, RNB, RAR APE. 

定理 6 MHAARH n REA rcf HRM, 下 列 诸 条 件 等 
tr: 

(EM) M ~ D, = (dij), 其 中 i = dp =- = dan = 1, 其 他 
dj = 0 (ij = 1,2,3,---}. 

(Ll) M 有 个 行 形成 一 个 极 大 线性 无 关 组 . 

(BY M 有 个 列 形成 一 个 极 大 线性 无 关 组 . 

定理 7 对 性 何 自然 数 m,n 及 任何 rcf 方 阵 M, 下 列 二 条 件 
or: 

(B25) M ~ Dian = (diy), HP dmtingi = 1, 其 他 do = 0 
(i,9 =1,2,3,---). 

(L ) MM 有 一 个 要 大 线性 攻关 行 向 量 组 S S. 为 无 限 且 为 
无 黑钱 性 无 关 ， 并 且 在 S, 之 外 M 还 有 m 个 行 ， 同 时， M 也 有 
一 个 极 大 线性 无 关 列 向 量 组 S. S. 为 雹 限 且 为 无 限 线 性 元 关 ， 并 
HE S. 之 外 M EA n PHA. 

定理 8 HAH rdh M, 下 列 二 条 件 等 价 : 

(E) M ~ D = (š), 其 中 dzs-1ai-i = 1, 其 他 dj = 0 
(2,7 = 1,2,3, J. 

(I) M 有 一 个 极 大 线性 无 半 行 向 量 组 S., 5; 4 ERE 
限 线性 无 关 ， 并 且 在 S. 之 外 M 还 有 无 限 个 行 ; 同时 ， 邓 也 有 一 
个 极 大 线性 无 关 列 向 量 组 So, 5. 为 基 轨 上 且 为 无 限 线性 无 关 ， 并 且 
在 Sc 之 外 M 还 有 无 限 个 列 . 

EBS EA {Dn Dmn D| mn EN} (HEN 为 自然 数 集 ， 
诸 司 方 阵 如 定理 6 至 8 所 述 ) 构成 互 不 等 价 对 角 方 阵 的 完全 系 . 

定理 10 rf 方 阵 M 可 对 角 化 的 充分 必要 条 忻 是 ， M 适合 
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(Li) (at SE n € N) Be (L2 O87 m,n e N) 或 (23). 

定理 6 的 证 明 与 有 限 和 矩阵 时 相同 ， 定理 9 及 定理 10 是 定理 6 
至 8 的 推论 。 我 们 现在 从 一 系列 引 理 开始 证 明定 理 7, 到 下 一 节理 
证 明定 理 8. 

引 理 3 BPM Aref FER M 的 庄 行 无 限 线 性 无 关 . > 
M” = PM, DA m, K wi G= 1,2,3,---) HH P. M K M” FJ 
诸 行 。 如果 [mi Ra, mi UY GQ < t < ü < ee) 无限 线 性 无 关 ， 
WY {ah Mi ei, 也 无 限 线性 无 关 . 

TER 为 使 记号 简单 ， 我 们 只 讨论 二 二 7 二 1,2,3,'…') 的 情 
癌 ， 一 般 情 况 与 此 类 似 . 

P = (pi;), 则 由 M* = PM 有 


H) = Piit + piapa to 
H3 = Pada + PazH2 十 …- 


其 中 诸 式 有 端 均 为 有 限 和 . 
RA Saiz? = 0, 则 由 此 及 上 述 诸 式 经 整理 可 得 
i=] 


O = (put; + Panta + Hi (P1201 + pnag +--- Jue + 
再 由 Apa,pna，…… 无 限 线性 无 关 可 得 
(a1, 42, 43,-°--)P = (G,0,0,--+). 
又 由 题 设 及 定理 4 的 (b) 知 刁 具有 列 有 限 的 右 逆 方 阵 Q, 从 而 有 


(a1, az, Qa J = (a1, 42,43, `. MPQ) 
= {({a1, 03,03, JP) = (0, 0, 0,- <) 


{注意 其 中 的 结合 律 成 立 ). {证 毕 ) 
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引 理 4 2PM AA b AMARA P RATARA 
道 方 阵 0,4 N = PM, 3tËLl C; Rd; (i = 1,2,3,...) 分 别 记 M 及 
N 的 诸 行 。 此 时 ， 对 域 下 中 任何 元 a1,02,93,… 都 有 


oo ox 
> eic =0 当 县 只 当 Said, = 0. 
i=} i=l 


WER 利用 等 式 M — QN 直接 计算 即 知 ， 

引 理 5 BPM A rel HMA P A ref 可 道 . AM 适合 下 肇 
条 件 

(Am) JM 有 一 个 极 大 线性 无 关 行 向 量 组 $i, S. 为 无 限 且 为 无 
限 线性 无 关 ， 并 且 在 S, 之 外 M 还 有 m 个 行 ， 
则 当 把 M 换 为 af = PM 后 (LZ) 奶 成 立 . 

证 骨 (i) Pi M AS (01) BME ref 可 逆 的 ref BE R të 


On 
m= nu = (22), 


使 


其 中 Om Hm 个 零 行 组 成 而 M 由 S, 组 成 从 而 有 M" = P, M., 
其 中 P, = PR! 仍 为 rcf Ww. 

(U) 现在 把 P 表示 为 P, = (Cm Ps), 其 中 Cm APL 的 前 m 
个 列 组 成 . 故 有 M" = P. M, = PM: W W, P, 仍 为 rcf, $£ A P. 
为 rcf 可 道 及 定理 5 可 知 P, 的 诸 列 无 限 线性 无 关 . 

(D) P, 的 行 向 量 存 在 极 大 线性 无 闫 组 (SF $4), 任 取 一 这 样 
的 组 T,. 以 下 证 明 : T, 为 无 限 且 为 无 限 线性 无 关 , HH P; 在 T, 
之 外 还 有 m 个 行 ， 

(3.1) RS P, ET, 之 外 有 多 于 m PFT. WB AEE rcf 可 
i rel ABE Q WE Q P, 的 前 m 二 1 行 均 为 等 行 , 从 而 由 QP, = 
(QC, QP) TROP, 的 前 m 十 1 AHEM. (1 QP, A ref 可 
道 ， 这 与 定理 5 矛盾 故此 情况 不 可 能 出 现 . 
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(3.2) 假 车 P; ET, 之 外 有 少 于 m 个 行 . 现在 证 明 此 情 襄 也 不 
可 能 出 现 . 为 使 记号 简单 , 以 下 用 一 个 有 代表 性 的 特例 说 明 此 事 . 

W m = 3 i P, ÆT, 2H 2 471. WN P, = (Cs, Ph 并 且 
存在 ref 可 逆 的 ref Jy BE V 能 使 


v = (sa): 
其 中 O; H 2 个 零 行 组 成 而 Ms H T, 组 成 . 


现在 有 
VP, =(VC3,VP2), I=((VP,) V C3, (VP) YV P3). 
He—-SAARSMAR 3 列 ， 可 得 
($) = (VA) VP, = (VP) (2) , (1) 


其 中 Os H 3 个 零 行 组 成 . 


令 (VP)! = lag) 由 于 它 ref 可 道 ， 据 定理 5 知 其 前 3 行 不 
能 是 如 下 形状 


(Gil.G42, 0,0,0, `. -) 
(a21, 022 Ü, 0, 0, .. .) 
(asi, aaz, Ü, 0,0, '. 小 


设 (|) 其 第 3 行为 
(asl, aa2,as3, 034, 0, 0,0,...), 


其 中 433, 234 不 全 为 Q. 现在 以 pili = 1,2,3, .) 记 V P; 的 诸 行 ， 
FHA (1) 式 两 端的 第 3 行 ， 即 见 有 


ZEST = azpi 十 …' 十 Gadpd = G3303 + G34D45 
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所 以 paspa 线性 相关 ， 但 ps.pa € Tr, AST. ARATA. 
(3.3) 由 以 上 知 Po ÆT Ziea m ir. MELEH T 无限 
易 见 存在 一 rcf PTE ref 方 阵 W 能 使 


_ {Om 
wa- (Sr). 


HPO, H m ARIER, Ma HT, 组 成 . 

现在 考虑 WP = (WC .,WP2). Bi oi, 8: ye (i = 1,2,3,--°) 
分 别 记 WPL WC, 及 W P, 的 诸 行 ， (注意 有 T, = {7m4 mez: 
Ta+3 he) 

BA F 中 的 元 biar bn te, Oma, +: 能 使 D biyi = 0. 现在 


t=m+1 


考虑 相应 的 和 > biBi = ó. HWP, A ref 可 道 及 定理 5 及 W P, 


1=m+1 


的 上 述 形状 可 知 Biss Bm 线性 无 关 ， 所 以 m 维 向 量 — 可 以 表示 
为 -二 2 bhi, JX m £ > b, B; = 0. bat, NRA 2, bin = 0. 


由 此 二 等 式 可 得 二 bo: = 0, 再 出 定理 5 即 知 诸 b 均 为 0 所 以 
T, 中 诸 向 量 为 无 限 线性 无 关 . 

(IV) 再 以 及 ws (i = 1,2,3,…) 分 别 记 P, 及 M* 的 诸 行 . 
Ë (HD 中 的 无 限 线性 无 关 组 T, 是 由 mama tig 组 成 ， 则 由 
M* = M(E M> 的 诸 行 无 限 线 性 无 关 ) 及 引 理 3 知 M* 的 下 
列 行 组 

U, = [Bs Migs Migs} 

为 无 限 线性 无 关 (从 而 也 线性 无 关 ) 

另外 , 由 (ID 中 T, 的 性 质 可 知 M 在 U, 之 外 恰 有 普 个 行 ， 

现在 ， 由 为 P; 的 极 大 线性 无 关 行 组 来 证 明 U. 是 M` 的 
极 大 线性 无 关 行 组 . 任 取 M" 在 U, 之 外 的 一 个 行 uj, 则 相应 的 z; 
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可 表示 为 如 下 形状 : 

Z; = CH, + CaM, + (T CRM, 
由 此 及 M* = PM, 经 计算 可 得 

H; = Cif, + Captig T+ + ChHiy- 


所 以 U. 是 M" 的 一 个 极 大 线性 无 关 行 组 . 

HEERS M+ 适合 (LZ) (AU, 充当 其 中 的 5.)。 GE) 

引 理 6 设计 = (my) 为 一 rcf 方 阵 , Ur, K e (¢ = 1,2,3,:--) 
SHIRE RAN. @ {ru Tua Tua] eM 的 一 个 无 限 
线性 元 美的 极 六 线性 无关 行 组 ， 并 且 {cvriycvt2;co43; E M 
的 一 个 无 限 线性 无 关 的 极 大 线性 无 关 列 组 . 令 N = (mj), 其 中 
Nij = wt 二 1,2,5,0), MN A ref uj Wr. 

证 明 (I) HH AEE rcf 可 道 的 rcf 方 降 了 能 使 PM = 
Mi 的 行 依 次 成 为 


Ò,- _ yO, Putt, Pubes Putas `. 


(Bñ, W 4 个 行为 零 行 ， 其 他 行 与 M 者 相同 )- 

DL di (i = 1,2,3,---) W Mi 的 诸 列 .由 题 设 及 引 理 4 u[ n 
{dvtisdot2;do+3,…} 是 My 的 一 个 无 限 线性 无 关 的 极 大 线性 无 关 
列 组 . 


(ID 现在 对 M 作 与 (D 对 偶 的 论证 ,可知 存在 rcf u] 9 AY ref 
方 阵 能 使 MQ = Ma 的 列 依次 成 为 


0, “ee 0, doti, data, duta ta 


以 s, (i= 1,2,3,0) 记 Mo 的 诸 行 ， 由 以 上 及 引 理 4 的 对 侦 
命题 可 知 {8u44) 8u+2) Su+3 是 Mo 的 一 个 元 限 线性 无 关 的 极 大 
线性 无 关 行 组 . 
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(D RH, HDD £ N 的 定义 可 知 


My = PMQ = 的 x) | 
其 中 Ou Æ ux o SHH. X H (D 及 (ID TAN 的 庄 行 及 请 列 
BJ GR st AK. Rew 5 3 N A ref 可 逆 . {证 毕 ) 
定理 了 的 证 明 (D h (Eha) 证 (LZ). 由 CE?) 知 存在 rcf 
Ay RY rcf 方 阵 P, Q 能 使 M = P D, Q. 

PA Dine 适合 引 理 5 中 的 Rh 故 由 引 理 5 知 My = PDnmn 
也 适合 (n) XE ML D... 适合 与 (L) 对 偶 的 性 质 (LS). 故 由 引 
理 4 易 知 M. 也 适合 (Le). 

由 于 M 适合 (ZL) 与 (LS), 再 用 与 以 上 对 偶 的 论证 可 知 M = 
MQ 也 适合 (Lr.) € (£8), 也 即 M 适合 Un) 

(U) 由 (22...) 证 (22). DL r, Ë e; (ü= 1,2,3,---) 分 别 记 M 
的 诸 行 及 诸 列 . 

(2.1) E {Tm m+ mea} 是 M 的 一 组 无 限 线 性 无 关 的 
MARE KATA, 3: R. {engi,Cat2,€ne3,°°°} 是 M 的 一 组 无 限 
线性 无 关 的 极 大 线性 无 关 列 组 ， 此 时 ， 售 引 6 的 证 法 可 知 存在 
ref KIX R ref 方 阵 P. 能 使 


PMQ = (°g OE 
且 其 中 N 为 rdf 可逆， 现在 令 
Im Ü 
R= ( O x) 1 


其 中 Im 为 m x m SAA, MAAL R J ref aR ref 方 阵 并 且 
RPMQ = Dan. 所 以 M ~ Dan. 


(2.2) 在 一 般 情况 ， 由 (Linn) 易 现 存在 tcf 可 逆 的 Tcf 方 阵 U,V 
能 使 UMV 成 为 (2.1) 的 情况 ， 从 而 也 有 M ~ D... GE) 
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§3 域 上 rcf 方 阵 的 对 角 化 (下 ) 


我 们 现在 继续 上 节 的 论证 ， 主 要 是 要 证 明定 理 8, 然后 给 出 一 
个 不 可 对 角 化 ref 方 阵 的 例子 . 

引 理 了 7 设 MM 为 一 rcf HH, CH-TERASERMRK 
线性 无 关 行 组 S. 并 且 S. 是 无 根 线性 死 关 的 、 令 N = PM, 其 中 
P 为 一 rcf PAY ref 方 阵 ， 则 N 有 一 个 无 限 且 余 无 电 的 极 大 无 
限 线性 无 关 行 组 . 

证 明 以 ri 人 = 1,2,3,.…) 1M HBT. 除了 行 的 重 排 之 外 
(这 相当 于 用 一 个 无 限 的 排列 方 阵 左 冬 ), 不 妨 设 S. 由 rara Te 
组 成. 

(D 由 所 设 知 可 将 mrayrs,… AMP: 


ri = diora + aiara 十: 


T3 = agere + Asafa 十 | ( 右 端 均 为 有 限 和 ) 


现在 证 明 ， 在 naaa 中 只 有 有 有 限 个 非 零 元 , 同样 ,在 每 组 
4 24; 13,21, SP ° °° 中 也 都 如 此 . 

令 M: 为 由 T2,74,76，"… 组 成 的 方 阵 (BB Me 的 第 + ITA ra). 
由 定理 4 可知 M; 有 一 个 列 有 上限 的 右 道 方 阵 K. 

由 MK = I Y ruk = u, Pu 是 了 的 第 i 行 {i = 
1,2,3,.…), 由 此 及 以 上 可 得 


TK = ayu, + ayqug + = (a a tett) 
raK = (ase, 34,038; ° ' °) 


这 些 等 式 显 示 出 ， a12, as ds 出 现在 列 有 中 的 乘积 MK 3 171 
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中 ,所 以 其 中 只 有 有 限 个 非 零 元 ; 类 伏地 , 其 他 每 组 ayu, 29,25, 5.2, 7: 
也 都 如 此 . 
(Il) 现在 令 Q = {gh 其 中 


qa = 1, gi- = —@ai—123, HE qi; 一 由 (人 了 = 1,2,3,---). 


WA (D (Q 23 ref FH. EN Q A rel BAB R = (ry), 其 
中 


ra = l, ruig = ag-z HE ray = 0, (4,7 = 1,2,3,---). 
& M. = QM, W| M, HETH 
0,r2, 0, ra, 0, re 


#E N = PM = P,M,, HF P, = PRADA ref wae. 

& P, ABP, 的 第 2,4,6,… 列 {分 别 作 为 P, 的 第 1,2,3,… 
列 ) 组 成 的 方 阵 , 则 有 NN = P, M,. 其 中 M 的 诸 行 无 限 线性 无 关 ， 
而 P, 的 诸 列 无 限 线 性 无 关 ， 

(HD 现在 证 明 P. 具有 一 个 无 跟 且 余 无 限 的 极 大 无 限 线性 无 
关 行 组 . 

P, 具有 极 大 无 限 线 性 无 关 行 组 (其 证 明 澳 述 于 5 4). ERE 
一 ， 记 为 Sy. 

(3.1) 证 S, WAR. 

假若 S, 有 限 ， 则 由 五 为 行 有 限 及 S, 的 极 大 性 可 知 ， 存 在 一 
EB j E P, 自 第 j 列 以 后 均 为 雪 列 ， 这 与 P, 诸 列 的 无 限 线 性 无 
FEA IB. 

(3.2) 证 5: 为 余 无 限 . 

假若 S 为 余 有 限 , W P, £ S, ¿356 n PH. 为 使 记号 简 
4, UFR nr = 5 并 且 P; 的 前 5 行 在 S; 之 外 的 情况 (一 般 情 
况 与 此 类 似 ). 


WAS; G = 1,2,3,…) 记 P, RTT. 由 S, 的 极 大 性 可 将 
$1,577,495 表示 如 下 : 


31 = bisse + bi787 + ++ 
votes ( 右 端 为 无 限 和 ) 
85 = bsese + bsrsr 十 …， 
HES U = (u;;), 其 中 
ua = 1, vsti = 一 站 5 ests = Ossi 其 他 wi; = 0, 


(j 一 1,2,3, ` 小 


WU 为 列 有 限 ， 且 易 见 有 一 个 列 有 限 的 双 侧 赣 方 阵 U. 

MEE UP. 显 见 其 前 5 行为 零 行 而 其 他 行 依次 为 36, sr,ss， 
…. 据 此 ， 并 注意 到 P, 为 由 P 的 第 2,4,6,…… 列 组 成 ， 我 们 考虑 
UP. $ W = PUL, WA I= WUP) 比较 此 式 两 端 偶数 足 
玛 的 列 ， 可 得 下 列 等 式 


O000--- 0000... 

1000-.--| 3 a, as 
O000--- 0000-:. 

0100... | = W(UP;) = W xx x x 一 86 


又 由 了 二 W(U P.) 易 见 W 的 诸 行 钱 性 无 关 ， 所 以 存在 奇数 足 
I j HEE W 的 第 j 行 在 第 5 个 分 量 之 后 还 会 有 非 零 分 量 , 设 此 行 
为 


(wil zs, Wigs tj 0,0, 0, ---) 
FPR > 5 B wj6 we RAH 0. 
现在 比较 上 列 方 阵 等 式 两 端的 第 j 行 ， 可 得 


0 = wisse +--+ + W5K Sk, 
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所 以 se,… ,Sk 线性 相关 ， 这 与 Sy 的 取 法 矛盾 ， 

(IV) H CIN K N = P; M, 及 引 理 3 即 见 本 引 理 的 结论 成 立 . 
(EF) 

SIE 8 (2M = (mi;) H — ref FE, Ur: Re G = 1,2,3,---) 
Jr B iy hp]. W rrara 为 时 的 一 个 极 大 无 限 线性 
3384128, M c1,c3.cs,… 为 M B- PRATER S kE RAL. 
& N = {ngh 其 中 


nij = T2.-1,27-11 人 了 = 1, 2,3, `: .) 


WW N 为 ref 可 道 . 
证 册 (D 由 题 设 知 72,74,76，… 都 可 表示 为 rororo o 的 无 
PEPE, i 


oo 
Taj = > 294,2j-192j-1, (i = 1,2,3,...) 


J=1 
BLES U = (u), 其 中 
Ua = l, W242j-1 = 一 027.27-1; 其 他 ug = 0, (¢,7 = 1,2,3,---). 


U 未 必 为 tcf 的 ， 但 由 其 形状 易 多 有 如 证 的 双人 向 道 方 阵 V = (vis), 
其 中 


va = l, 094.071 = ua- HAE u = 0, (j= 1,2,3,---). 
W M. = UM, 则 M, 的 诸 行 为 
ri, Ü.ra,Ü,. 75, 0, `... 


XBA M = VM,. 由 此 及 M = UM 经 计算 可 知 ， M 的 诸 列 间 
各 种 (有 限 或 无 限 的 ) 线性 关系 与 Mi 的 诸 列 网 者 完全 相同 ， 


epee ape ee he puna iqu qiqp'iaana waww Fr 


以 si K d, G = 1.23...) 分 别 记 M 的 请 行 及 诸 列 ， 则 由 题 
设 及 以 上 可 知 91,83, 35s,… 为 M 的 一 个 极 大 无 限 线性 无 关 行 组 ， 
而 di. ds. ds, 为 M, 的 一 个 极 大 无 限 线性 无 大 列 组 . 

(ID 利用 (D 中 的 结论 ， 并 进行 与 (D 对 偶 的 论证 ， 可 知 存在 
一 无 限 方 阵 W, 它 有 一 个 双 便 北方 阵 ， 并 能 使 M = MW 的 诸 列 
成 为 


di, 0, da, 0, dg, 0, ete. 


以 É e; G = 1,2,3,---) 分 别 记 3 的 诸 行 及 诸 列 ， 则 
totats A M, 的 一 个 极 大 无 限 线性 无 关 行 组 ， 击 e, e3, 65, 
为 Mz 的 一 个 极 大 无 限 线 性 无 关 列 组 . 


(HD 现在 比较 Mo 与 N 的 形状 ， 即 见 N MATRA 
无 限 线性 无 关 ， 故 由 定理 5 知 六 为 tef H[ 3. (WEHE) 

引 理 9 设 M 为 一 rcf HB, Ur Ra G = 1,2,3,-…) 分 
别 记 其 诸 行 及 诸 列 、 著 "1 ,ra,r5,''* 为 M 的 一 个 极 大 无 限 线性 无 
RAA, M ceses 为 M, 的 一 个 级 大 无 限 线性 无 关 列 组 ， 则 
orars e 为 M, 的 一 个 辍 大 线 竹 无 关 行 组 ， 而 egt 为 
M, 的 一 个 极 大 线性 无 关 列 组 . 


证 明 沿用 引 理 8 的 记号 ,可知 N= (ny) 为 ref 可 道 . BH 
(唯一 的 ) X fil rcf REA N-! = U) 


4 A= (aj), 其 中 


ani = 1]，02i-1.25-1 = hyj, HE az= 0, (i,j = 1,2,3,---). 


WS A ref uj 3 BU ref 方 阵 . 
(D Av RA G = 1,2,3,…) PHAM 的 诸 行 及 诸 列 ， 则 
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HAR BRE NON = I uj š: 


va; = rai, (i= 1,2,3,---), 

V1 = (1,212, 0,214, 0, t1g,0,--+), 
v3 = (0,292, 1,234, 0, £36, 0,4), 
vs = (0, 252,0, £54, l, 255,6,---), 


35k, HA Asef 可 道 可 知 ， AM 诸 列 间 的 (有 限 或 无 限 的 ) 
线性 关系 与 M MAMAS, MG fi, fs. deo 是 AM 的 一 
AKAM BAA. 

由 以 上 知 ， f, 可 表示 为 如 下 形状 : 


f= y` eos_1f2i-1 
记 1 


再 由 上 述 诸 u 形状 经 计 算 可 知 
ki = z12, kg = ap, ks = 了 52， ` 


故 由 AM 为 列 有 限 知 只 能 有 有 限 个 kua TA 0, 所 以 f, AR 
fo fa, fs. 的 有 限 线 性 组 合 . 

HLM fate, 也 都 是 fr. fa fs. l: 的 有 限 线 狂 组 合 ， 所 以 
Si, fa, fs, 是 AM 的 一 个 极 大 线 狂 无 关 询 组 ， 从 而 ces ego 
是 M 的 一 个 极 大 线性 无 关 列 绢 . 

(ID 入 (D 作对 偶 论 证 ， 可 知 mrsr5，… :是 M 的 一 个 极 大 线 
EERTE. (证 毕 ) 

引 理 10 对 任何 rcf HAM, THRE 

(4) M H— A SR BS R 083 K thitiaX TH, CAA 
限 线 性 无 关 的 ; M ATA ARE RK RET AMEE, 
它 是 无 限 线性 无 关 的 . 


(I3) M 有 一 个 无 限 且 余 无 限 的 极 大 无 限 线性 无 关 行 组 ; M 
也 有 一 个 无 限 且 余 无 限 的 极 大 无 限 线性 无 关 列 组 ， 

证 明 由 有 关 定 义 及 引 理 9 BM. 

引 理 11 (a) 设 M, P ref HM, HH PW ref 可 道 . 车 M 
适合 定理 8 中 的 (Lš), 则 N = PM 也 适合 (LŠ). 

(b) 与 (a) 对 偶 的 命题 . 

证 阴 SiE (a) BBT. 

[由 题 设 及 引 理 ? 可 知 N 有 一 个 无 限 且 余 无 限 的 极 大 无 限 
线性 无 关 行 组 . 

(HU) 由 题 设 及 引 理 4 可知 N 有 一 个 无 限 且 余 无 很 的 极 大 线性 
无 关 列 组 ， 它 是 无 限 线性 无 关 的 ， 易 见 它 也 是 N 的 一 个 极 大 无 限 
线性 无 关 列 组 ， 

(HT) 由 (D.(D 及 引 理 10 BN 适合 (13)， 《证 毕 ) 

定理 8 的 证 明 (D M ~ D. 此 时 存在 ref 可 逆 的 ref 方 阵 
P,Q 能 使 

M = PDQ. 


EE DAA (L), 故 由 引 理 11(a) 知 PD 适合 (LP), 再 由 引 理 11(b) 
即 知 M = (P D)Q 适合 (z). 

(I) RZ, W M 适合 (LP). 此 时 由 引 理 10 知 M 适合 LY. 
令 8, 为 M 的 一 个 无 限 且 余 无 限 的 极 大 无 限 线 性 无 关 行 组 ，S. 为 
M 的 一 个 无 限 且 余 无 限 的 极 大 无 限 线性 无 关 列 组 . 

Br, Be; (G = 1,2,3,---) Bid M 的 诸 行 及 诸 列 . 

(2.1) 44 S, = {rraz rs" B S, = {e1,¢3,¢5,--°-} A. 

我 们 沿用 引 理 8 及 引 理 9 His, Revie. 

易 见 A 有 一 个 豫 侧 道 方 阵 B = (bih 其 中 


bu = 1, be: aj-1 = nip HE by = 0, (i3 = 1,2,3,.. 3. 
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H M = B(AM) 及 B PERT rrgs rs l 都 是 01,04, 05.--- 
的 有 限 线性 组 合 . 

YABE 9 的 证 明 可 知 rororo 都 荐 71,73,75,'… 的 有 限 
线性 组 合 . 

此 外 ,我 们 还 有 wz = r>, Va = ra, Ve 一 76 所 以 va, 04, 5, °° 
PE v1,03,05,--- 的 有 限 线性 组 合 . W 

vg = davi + dova + + 

人 (Are Ey A A RR FO) 


PLES E = (e,;), 其 中 
en = 1, €2i,2;-1 = “dngn HE ey =9, (7 = 1,2,3,---). 
ERE RT B 09. 现在 说 明 它 也 是 列 有 限 的 - 

BI ra = va = davi +dogugt+--- 及 让 ,v3，'-… 的 形状 可 知 may (= 
v2 的 第 1 分 量 )= da, 同 理 有 my = dy, mai = de, 4 HAM 
APERE E 的 形状 可 知 户 的 第 1 列 只 会 有 限 多 个 非 零 元 . Ot 
可 知 E 的 第 3,5,7,… 诸 列 也 都 如 此 . PRH E 的 形状 即 知 琴 是 列 
有 限 的 . 

斯 以 局 是 rcf 方 了 泗 ， 再 由 其 形状 易 见 FA rcf W J. 

HERR EAM = (hi), WE 


hainig = 1, Ayia- = Ü (i 49), hag =O, (ij = 1,2,3,---). 
最 后 ， 令 G = (gi;), 其 中 
94 = 1, 92-1,27 = -haii 其它 gj = 0, (hj = 1,2,3,---). 
Ë ML G ref We ref 方 阵 ， 并 且 由 计算 可 知 


EAMG = D. 
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所 以 M ~ D. 

(22) 对 于 其 它 情况 的 S, 及 S. 易 见 可 以 把 M 等 从 地 化 为 一 
个 Mo 使 其 相应 的 SO 及 SO 适合 (2.1) 的 情况 ， 从 而 有 Mo ~ D. 
AHAM ~ Mi BIE M ~D. (证 毕 ) 

由 定理 6 至 8 易 得 定理 9 及 定理 10. HER 10 可 以 看 出 ， 并 
不 是 每 个 ref 方 阵 都 可 对 角 化 . 下 面 举 一 个 不 可 对 角 化 ref 方 阵 的 
例子 

例 令 M = (m;;), 其 中 


Tr. = 1, Niili = —_ 1, 其 它 Meij = D, (z, = 1,2,3,-+-). 


则 M 不 可 对 角 化 . 
证 明 BEM 可 对 角 化 , 则 存在 ref 可 道 的 ref 方 阵 P = (pij), 
Q = (qis) 及 定理 9 中 所 说 的 一 个 对 角 方 阵 D* 能 使 PMO = D". 
(N) # D* BP SAPS. 设 其 第 i 行 及 第 j 行 为 零 行 (i Z P), 
则 由 PM =r 可 得 


Pa = pz 一 Bi 一 ° Ë pp = pj2 = Pa = 


所 以 P 的 第 ; 行 与 第 了 行 线性 相关 ， 这 与 定理 所 矛盾 . 

(I) 4 D 至 少 仿 一 个 零 列 ， 设 其 第 + 列 为 零 列 ， 则 由 MQ = 

P-1D" 可 得 
Ò = qii = gri = gas = 
MUO STE. 这 与 定理 5 矛盾 ， 

(GD 车 D* = I. We PMO = I @ M = P-1Q-1 为 rcf 可 
w., BEAM M 的 诸 行为 无 限 线性 相关 ， 这 与 定理 5 矛盾 . 

(IV) # D" = Dio. 此 时 由 定理 7 知 M 有 一 个 极 大 线性 无 关 
TH S,, S, 为 无 限 且 为 无 限 线性 无 关 ， 并 且 在 S. 25 MEEL 
个 行 . 但 由 M 的 形状 易 见 ， M 只 有 一 个 极 大 线性 无 关 行 组 ， 它 
包括 了 M 的 每 一 行 。 所 以 D* 也 不 可 能 是 Dio. 


T1 


‘Veh er r s= — pe se ee ee — — o- — ee 


we ——— er ere 


由 于 情况 (D 至 (IV) 穷尽 了 定理 9 He — Bul REE, BLL M 
R ARB] OT ARAL A (aE FE) 


84 rE 方 阵 的 极 大 无 限 线 性 无 关 行 组 


在 $2 及 $3 中， 用 到 了 cf AE M 的 级 大 线性 无 关 行 组 (及 
列 组 ) 的 存在 性 ， 也 用 到 了 M 的 极 大 无 限 线性 无 关 行 组 (及 列 组 ) 
的 存在 性 . 作为 附录 , 我 们 在 本 节 中 补充 说 明 这 两 种 极 大 行 组 的 在 
在 性 ， 并 说 明 其 异同 对 于 列 组 ， 有 完全 对 偶 的 绪论 成 立 . 

命题 1 2M Z 0 H— ref HH, WM 具 有 非 空 的 极 大 线性 
无 关 行 组 . 

命题 1 的 证 明 上 比较 简单 ， 只 需 适 当 引 用 Zorn 引 理 即 可 ， 在 此 
略 去 - 

命题 2 W MEUA ref TH, WM 且 育 非 空 的 极 大 无 限 
线性 无 关 行 组 . 

TEAR EE M 的 一 个 非 空 的 极 大 线性 无 关 行 组 5o{ 由 命题 1 
H Sq FE) 

(D # So 为 有 限 组 ， 则 易 知 AEM 的 一 个 极 大 无 限 线性 
无 关 行 组 . 

(I 现在 考虑 So 为 无 限 组 的 情况 . 

把 S, 中 的 行 任 意 排 定 一 种 可 数 的 顺序 ， 记 为 So = {01,02, a3, 
…}. 现在 按照 So 的 这 种 排序 ， 来 构 作 So TTR Su, 并 证 
明 它 是 M 的 一 个 极 大 无 限 线性 无 关 行 组 、 (HO FRR 
出 ， 对 于 So 的 不 同 排序 ， 所 得 到 的 So 可 能 是 不 同 的 . ) 

(2.1) Soo 的 构 作 : 

车 a 能 由 So 中 其 他 元 无 限 线性 表示 ， 令 5, = Sa {ah E 
WS S, = So. 

车 ag 能 由 S, 中 其 他 元 无 限 钱 性 表示 ， 令 S. = 1 和 {a2); $ 
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BB, 2 S. = NS. 
i=1 
由 以 上 易 见 ， 对 每 个 正 整 数 i, BA: 


a; € S; 4AR a; € S<. (1) 


(2.2) 证 5% 不 空 . 

由 So REA a, 2 0, ha 的 第 了 个 分 量 不 为 0. 再 由 M 为 
列 有 限 可 知 存在 正 整 数 ,能 使 ananta 的 第 ”个 分 量 均 
为 0. 

BS SAS, WIB SQ. HAERA: a, 能 由 {62,83,44,-…} 
无 限 线 性 表示 ; as 能 由 {faa,ai,as… APRA, ……… - 由 
此 易 见 ai 能 由 (an, Qari, dns.) CRRA. Bh 的 取 法 
Qa, 的 第 r 个 分 量 应 为 0, 这 与 r 的 取 法 矛盾 . 

(2.3) 证 So AA MAT. 

BE Soo 为 无 限 钱 性 相关 。 则 存在 a: € S. 能 由 S. (C S; i) 
中 其 他 元 无 限 线性 表示 ， 再 由 S. 定义 知 应 a é S, 从 而 a; E S. 
这 与 a BRAFA. 

(24) E So 为 So 的 极 大 无 限 线性 无 关子 集 ， (从 而 再 由 So 
取 法 即 易 知 Sw 为 M 的 一 个 极 大 无 限 线性 无 关 行 组 . ) 

以 下 为 使 记号 简单 ， 我 们 用 S- 的 一 个 特殊 情况 来 说 明 一 般 
的 证 明 思 路 ,我 们 设 S. = {faazada6， 小 并 说 明 So NS. 中 每 一 
元 都 能 由 S. 中 的 元 无 限 线性 表示 . 现在 以 os 为 例 来 说 明 此 事 . 
{对 其 他 casan o 也 完全 类 似 . ) 

由 as € So É (1) Ma; € Ss, MH Ss EMA as 能 由 S, 中 其 
他 元 无 限 线性 表示 ， M Har as é S. 及 (1) BM aas ¢ 54. 所 以 
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as 可 表示 为 


co) 
Qs = C382 + C4Q4 + > C.G. (*1) 
2=6 


间 埋 ， a 可 表示 为 ay = daqa + daaa + deae + Ù diay, 代入 (#1) 并 
t=8 
整理 后 ， 叉 可 把 as 表示 为 


> 
as = Chao + Chai + chas + > cha, (+2) 
i=8 
同 理 又 可 有 
oo 
as = c2G2 + cag + cas + chaa + y da; (+3) 
i=10 


on 
H Fi mt tir vit art 
Gs = Cy da + Cy A4 + Cg Og + Cs G8 + Cigtio + > era, (*4) 
#=12 


比较 (x1) 及 (*2) AW. BË cz Z ch, 则 易 见 az 能 由 5 中 
的 元 as,aearyas… RAR Ros, MADE as é S2, as é Sao, 与 
题 设 矛盾 ， 所 以 ca = ch, 同 理 有 o — cf = cf! =, DL ez lD 
公共 值 ， 在 此 基础 上 ，、 再 比较 (*1), (*2),… Me, HERAT 
e= = =. L et 记 此 公共 秆 ， 在 此 基础 上 ,再 比较 诸 式 中 
as RR, ASW (#2) 及 其 以 后 诸 式 中 as 的 系数 ， 然 后 比较 
(*3) 及 其 以 后 诸 式 中 aio 的 系数 ， 如 此 陆续 定义 ieh cigs 
现在 利用 这 些 系数 写 出 下 列 无 限 表达 式 


a” 二 号 0 十 Caa 十 o606 十 …- (3) 


我 们 来 说 明 as = a". 
对 任 一 正 整数 考虑 as 的 第 1 个 分 量 , 由 M 为 列 有 限 可 知 ， 
存在 正 整数 r, 使 i> r 时 诸 a, 的 第 1 个 分 量 均 为 0. 又 易 见 ， 存 在 
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s 2 r 能 使 以 上 的 等 式 (+s) 成 为 


(s-1) 
i 


a 
* * * 
as = Caty + Cala Pts + Ca, 2825812 + > c. 
i=2e44 


fly. 


比较 此 式 与 (3) 的 右 端 ， 并 注意 s 的 取 法 ， 即 见 两 者 的 第 上 个 分 量 
相同 . 

FE BER 的 任意 性 即 知 as = a", 所 以 as 能 用 S. 无 限 线性 
EM. (E) 

最 后 , 我 们 谈 谈 使 题 1 K QER 2 中 两 种 极 大 无 关 行 组 的 关系 . 
对 于 域 上 的 rcf FEM, 这 两 种 极 大 组 有 时 是 一 致 的 (BV in M 为 
ref BUS), 也 有 时 并 不 一 致 .一 般 地 说 ， M 的 任 一 极 大 无 限 线 
性 无 关 行 组 S 显然 是 一 个 线性 无 关 行 组 ， 从 而 可 以 扩大 为 M 的 
一 个 极 大 线性 无 关 行 组 39, 但 3 未 必 等 于 So, MPAA. 

Pt 令 M = (rms) 如 下 : 


Me = l, miii = —1, HAB mi = 0. (ij =1,2,3,---) 


以 Ti (i = 1,2,3,..-) 记 M 的 诸 行 ， 则 易 见 $= {rrara o} 是 
M 的 (唯一 的 ) 极 大 线性 无 关 行 组 , 但 5 是 无 限 线 性 相关 的 ， 因 为 
有 


Ti tTa trate =O. 


对 任 一 正 整 数 n, 令 54 = SA {ra}, WHA S, 为 无 限 线性 无 关 ， 
从 而 是 M 的 一 个 极 大 无 限 线 性 无 关 行 组 . 


参考 文献 


1 Abian A. Solvability of infinite systems of linear equations. Archi- 
ve of Mathematics, 1976, 12; 43-46 


75 


2 王 世 强 ， 关 于 域 上 无 限 方 阵 的 逆 方 阵 . 北京 师范 大 学 学 报 ， 1993, 29: 
327~330 


3 Ett. On the diagonalization of row—column-finite matrices. Jk 
京师 范 大 学 学 报 ， 1997, 33: 321~327 

4 Wang Sh. Diagonalization of row—column-Ünite infinite matrices. 
Science in China (Series A), 1997, 40: 1279-1286 


76 


#65 


共 形 映射 的 1 阶 不 变量 


在 复 变 函数 论 中 ， 共 形 映射 ( 保 角 映射 ) 是 一 个 重要 的 题材 ， 
对 于 复 平 面 中 的 两 个 区 域 CHO, MRF GAC HIE 
形 上 映射 (此 时 称 G 5 C 为 共 形 等 价 ) W| G 与 G' 有 很 多 共同 的 性 
质 ( 在 以 下 的 论证 中 可 以 看 到 不 少 例子 ). 这 种 共同 性 质 可 以 看 作 是 
如 在 共 形 等 价 意义 下 的 不 变量 .这 方面 一 个 名 然 而 又 重要 的 问题 
是 ， 对 于 一 个 给 定 的 G, 能 否 找到 一 组 不 变量 工 来 在 共 形 等 价 的 意 
义 下 完全 启 划 它 ? (也 就 是 使 得 ， 对 任 一 区 域 如 ,如果 G' 也 具有 
工 中 的 所 有 性 质 ， 则 G' 与 G 共 形 等 价 , ) 如 果 存 在 这 样 的 并 可 以 
REA G 的 一 组 “ 共 形 映射 不 变量 的 完全 系 ”. 

是 理 对 于 复 平 面 中 每 个 区 域 G 都 存在 共 形 映射 不 变量 的 完全 
A? 这 十 一 个 很 因 难 的 问题 . 在 1980 46, J. Becker, C. W. Henson 
与 L.A. Rubel 在 [1] 中 综合 运用 和 个 变 函 数论 及 数理 逻辑 方法 证 中 
T: 如 果 我 们 对 于 共 形 映射 不 变量 作 一 种 较 狭 浆 的 理解 , 就 是 只 限 
于 能 用 1 阶 欣 辑 的 语言 来 描述 的 性 质 (这 需要 在 一 定 的 形式 语言 中 
来 理解 ， 详 见 下 ), 则 “对 于 复 平面 中 每 一 多 连通 区 域 都 看 在 共 形 映 
射 不 变量 的 完全 系 ” 这 一 命题 {以 下 荐 记 作 CSCI) 是 独立 于 ZFC 
的 ， 因 而 它 是 不 可 能 用 通常 的 补 素 集合 论 来 证 明 或 否 证 的 . 
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本 章 主要 目的 就 是 对 CSCI, 的 独立 性 证 明太 意 作 一 介绍 . 
§1 CSCL 与 ZFC 的 和 谐 性 


GAS GPE, A H(G 记 G 上 全 体 解析 函数 对 
于 函数 的 加 法 ， 荫 法 以 及 数 与 浮 数 的 蒋 法 所 构成 的 (复数 域 C 上 
的 ) 结合 代数 ， 

我 们 将 考虑 形式 语言 = {+,,0 ti, K) ROEM TBS 
式 ， (其 中 下 六 1 元 关系 符号 . 有关 概 念 可 参看 2.) 当 取 H(G) 
AGRA CLARE, 中 的 基本 符号 K 被 解释 为 “是 常 
函数 ", 其 他 基本 符号 解释 如 常 . 

在 上 述 解 释 下 ， 以 P(f) Ww £ 上任 一 个 表达 下 烈 会 义 的 1 阶 


AR: 
[FAB AA fiz] A Vgh[f =gh — gh AL vh 为 单位 )]. 
引 理 1 对 任何 区 域 G 及 任何 fe H(G): 
IH(G)F PU <=> If 为 G 上 的 ' 点 函数 1 


(为 如 上 的 点 函数 是 指 ， /在 上 有 了 唯一 零点 ， 且 重 数 为 1.) 
EARM, ME. 
WAS) ig £ LE RK F$] S BJ MAA (其 中 xly 是 
3x(z -z = y) 的 简写 ): 


Vagh{[K (a) A P(g) A P(E A (al f — a) A (h] f — o)] — (glh}}. 
引 理 2 对 任何 区 域 G 及 任何 FE 五 (Gy 
[H(G) = A(f)) == JEG Le 1-1 的]. 
ERARA, RE. 
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以 Vio, fg) 记 £ E4f£— 4338 EWE MM LAR: 
[K(e)| A [g # 0] A dh[P(h) A (hlg) A (ALF ~ a). 
引 理 3 对 任何 区 域 G 及 任何 e, f,g € H(G): 


[IH(G)F V(a,f,g)| = (oA RMA (g #0) B 
(存在 zo £ G 4 glz) = O WI f(zo) = œ). 


证 明 “必要 性 ” 易 见 - “充分 性 ”. W zo € G AE g(zú) = O iW 
f(z0) = a. FEL hlz) = z — zo, | h € H(G) AIBA (P(A) A (hlg) A 
(hif — a]. 

以 IZ(g) 记 £ Eftr— 4338 FHI S 69 1 阶 公式 : 


ig 0J AASV (0, fg) A Vo[V (e, f,g) > Via + 1, fg). 
引 理 4 对 任何 区 域 G REM g € H(G): 
[H(G) E IZ9 < 全 (9 # 0)H (q EC PRERSTE A). 


HERA (D “必要 性 ". 5 WL I2(9) 中 所 说 的 了 在 9 的 诸 零点 处 
能 取 到 0,1,2,--- 等 无 限 多 个 和 后， 从 而 由 了 的 单 护 性 可 知 9 # G h 
有 无 限 密 个 去 点 .又 由 IZ(g) ERM g 0. 

M) “充分 性”. Ho 关 0 及 9 讲台 中 有 无 限 多 零点 可 知 g 
SERRE, Mii ç EC PRERR AA CHRRTR (A 
如 参见 [3]p.85 定理 1.2())， 从 而 易 知 4 为 可 数 无 限 集 ， 可 记 为 
是 一 fenoyety as 小. 

由 4 为 安 的 高 散 子 集 及 9 E H(G) 为 连续 函数 又 易 知 4 在 G 
中 无 极限 点 ， 故 由 [4]p.327 定理 15.13 TA: 存在 f © H(G) 能 使 


f(eo) = 0, f(ay)=1, flaz) =2,--- 
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re 


HER GE ACG) FIZ(g). (E) 

定理 1 下 列 诸 集合 及 关系 都 能 在 H(G) LAC ERIS 
式 定 义 ， 且 定 闵 方式 与 区 域 G 的 选择 无 关 ， 自 然 数 集 N 整数 集 
Z; 有 理 数 集 Q; Gauss 有 理 数 集 Qi), N 或 工 或 他 上 的 关系 <; 
Q HF iy Xt (A Be. 

HERA (D 先 考虑 N 的 情况 .以 N(o) 记 € E ( 任 一 个 ) 表达 
FPS S LAA: 


YALE CO, F, g) AYAC, fg) > V(8 +1, oD) — Via, f,9)}. 


(11) Ba 为 一 自然 数 ， 易 见 有 百 (G] F N(a) RY. 

(1.2) 反之 , #4 H(G) F N(a) 成 立 , 任 取 G 的 一 个 可 数 无 限 
KE G 中 元 级 限 点 的 子 集 A( 此 种 A 的 存在 性 易 见 ). 由 [4] p.326 
定理 15.11 可 知 看 在 一 g € H(G) 能 司 其 零点 集 恰 为 A BLE 
引 理 4 的 证 法 可 找到 一 个 fe H(G 使 了 在 4 上 的 值 集 恰 为 自然 
数 集 N. BLEZ fg 适合 Na) 中 的 “[.. 再 由 N (e) 成 立即 知 
Via, f.g) ÈY, Wh f MEE a 为 一 自然 数 . 

(1.3) 综合 (1.1) É (1.2) A: 对 任何 区 域 G 及 任何 we H(G) 
都 有 

je € N] = [H(G) E N(a)|. 


(H) 在 (1) 的 基础 上 ， 即 易于 定义 其 他 所 述 集 合 及 关系 如 下 : 


[e € Z] => [e € N v (—a) € N]. 
fae Q] => Ay € DAVE BAY AVA ay = Bl. 
[e € QG)) => Adee Q Ay € Q Ae = 8 + i]. 


在 Q 上 : [< => Iih € NAó € NA+y # DA3(8 —- o) = 41. 
(N K Z E, a< SHEMSER, MH.) 
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在 Q E: e|= B) <= O< ñA(8=eov8B= a) (ur 
毕 ) 

引 理 5 以 人 A(f,9,9) lü £ EEF) 表达 下 列 含义 的 1 Ev 
公式 : 


Ya € C3Ahk3B8 € CI ç Clo -e 为 单位 ) v (g = 8 + (c — e)h 
A f = y + B(c — o) + ko — aoa). 


(其 中 ， Va € C4.…} 表示 Va{K(a) + ---}; 38 € CL} 表示 
IHKA- h (e 一 a 为 单位 ) 表示 Ale a = 1).) 则 对 任何 
区 域 G RHA gc CH(G) Z o 41-14, RA 


[H(G)F A(f,9,0)] <> [E (G) LA (goc"l)(f 007] 
证 了 明 名 “必要 性 ”. 对 任 一 ze G, > 
e= o(z), (1) 


则 gg 一 a 在 GG 上 非 单位 ， 放 由 ACh g.a) 成 立 知 g= B + (z — o)h 
A f = y + B(e — e) + k(o — a), 
ME w € o (G), Af = y + Be -a tko- w)? 可 得 


(foo !)(w) = + Lle w) — oe) +k(o (w) )(o(o7 if) - a)? 
= 7+ Blw— a) + k(oW*(w))(w — a), 
对 外 微分， 得 
(foo )(w) = 8 + (w — oF ], 
SIR w =o (注意 由 (1) Ma €o(G@)), 得 


(foo la) = 8. (2) 
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XH g= B+ (e 一 a)h 可 得 
(goc Nw) = 8+ h(c (woo 0w)) -oo) 
= 8+ h(o7*(w))(w — a) 
BR w =a, 得 
(goo lY(a) = B. (3) 

由 (1) Ra A o(G) 中 任 一 点 ， 故 由 (2) 及 (3) MIF oG) 上 
# (goc) = (fos ty. 

(II) “EU. BRE o(G) 上 有 (goo) = (f e zy, (注意 由 
s 为 G LA 1-1 WH PS SDI o 为 由 olG) 到 加 上 的 1-1 解析 
ea 3.) 

任 取 复数 o. Ho-o 为 AG) PHA, Mh A # Y 
中 的 |] 已 成 立 . Ho-o H(G 中 的 单位 ， 则 易 见 a € c(G), 
在 wx 处 把 yoc-1 及 了 oc-l 展开 WH (goo) = (f oo ly 5R 
二 展 式 为 如 下 形状 

(goo™'}w) = 6+ (w — a)hi{w), 

(f oo- yw) = + B(u - a) + (w — a)?ki(u) 
(w € c(()). HAH z € G, SF u = c(z), KALI: 

g(z) = 8 + (c (z) — a)Ay(o(z)), 

f(z) = y + B(o (z) — e) + (olz) ~ a)*ka(o(2)), 
whoo Ah, kios Hk, MR g = 8 + (e — e)h R f = y+ Blo- 
a) + klo 一 oo2. 

LPR, BM Algo) 在 HG 中 成 立 . (EE) 

定理 2 FEL Lü THAR Eiry) EE MARR G 
RAW a, 8 c€ H{G), 


[H(G) E E(e, B)| = la, 8 为 复数 且 e= Bl. 
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证 阴 LA Ely ià £ LE -P+RAPAS LN 1 MAR: 
Jo filo ate 及 0 都 在 5 的 值 域 中 ) 
A(F(O) = D A) = ACS og") = (footy) 


(f(z) = y HAXE F) 
(D 先 说 明 上 述 含义 确 能 在 £ 上 1 只 她 表达. 
(1.1) 由 引 理 2 知 (e A 1-1) 可 用 Alc) Rik. 
(1.2) (z € o HHRH) Str (Ke) A (c — z) 非 单 位 ). 
(1.3) (F(z) = y) 表示 


[K(z) A K(g) A Alo) A (z — z 非 单位 ) A ((o — z)|(f — z), 


HELA HTE sy 及 1-1 的 og WA, 4oRe fi, f WR 
y fA.” 

(1.4) (foo7!} = (foo 1) 可 用 引 理 5 PH ACY, f, r) 表达 . 

(ID 证 “必要 性 ”. 9, FR g = e* 在 0 的 任 一 邻 域内 可 
由 9g(0) = 1 AKATE o = g 众 一 决定 ， 所 以 当 H(G)E Ela, p} 
成 立时 ， 由 Eley HELA foo! 在 ol(G) 上 为 指数 函数 ez, 
再 由 (f(a) = B) Bln e° = 8. 

(UID 证 “充分 性 ”, 设 对 复数 a, 6 Fe = 8 Kap. ERE 上 
— 1-1 的 解析 函数 o 之 信 域 包含 0 及 a 者 ( 易 见 z 在 在 ), 再 令 
f(z) =e 四 (对 一 切 z € G), 则 z, f € H(G) 且 能 使 E(a,8) 中 的 
j] 成 立 ， 从 而 有 H(G) F Ela, A). GER) 

3 引 理 6 i m > 2 为 一 正 整 数 ， 则 存在 EH 1 阶 公式 
Eml, y) FER: 对 任何 区 域 RER o,f = H(G), 


(H(G) E Eml, A) <> [2,8 HERH m° = 8). 
证 明 的 叫 路 与 定理 2 HAW {注意 me = erm 并 利用 上 述 的 
Elz yh 赂 去 . 
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mo -emee u a eee 


引 理 7 存在 LAG 1 阶 公式 Ra) 能 使 ， 对 任何 区 域 G K 
任何 ae H(G), 


IH(G) F Ria) <= [lo 为 一 实数 |- 


EHK, ME TS (llppl41-145. GER. ARK H(G) 
EXO Ho(G), 本 章 的 之 即 该 文中 的 “algebra language”.) 
利用 R(z), 即 可 在 £ 上 定义 实数 间 的 < 及 复数 的 绝对 值 如 
F: 
在 实数 集 Rb: fa < 8) £= 3v#|R(7)A 8 = o + +). 
在 复数 集 C 上 : [lol = Bl > ASR) ARE A = 
Y + di A 3A(R(A) AB = À2)A 82 = + 4 52]. 
定理 3 如 果 “ 存 在 P(N) 8 SEE N HER) 的 一 个 良 序 ， 
它 是 在 自然 数 系 (IN, 二 ,上 可 以 2 阶 定义 的 ", 则 复 平面 中 每 一 区 
域 G 都 是 对 语言 LAD. (“GH £ Bia Be: “ata 
面 中 任 一 区 域 C, 如 果 H(G) 与 H(G) BAC LPH i ir 
语句 ， 则 在 在 由 G 到 GG 上 的 1-1 共 形 映射 ”.) 
证 明 (D 先 证 明 ， 在 定理 题 设 下 ， 可 以 写 出 上 一 个 1 阶 公 
A L( fi, fa, Gis ga, k) WE L ERE PIG) x QT) 上 定义 一 个 良 序 
(其 中 Qt AIEA BRR). 
(1.1) E W(X,Y) BARBRA (N, +, ) HBS {二 .…,0,1} 上 一 
个 2 阶 公式 ， 它 能 使 在 P(N) 上 如 下 定义 的 关系 <Æ P(N) 上 的 
一 个 良 序 : 


(对 一 研 A,B e P(N). 由 定理 题 设 知 W{X, 了 ) FE. 
由 于 自然 数 的 n 元 组 能 用 一 种 确定 前 可 定义 方式 编码 为 一 自 
RE, AMN 上 的 每 一 n 元 关系 都 可 通过 此 种 编码 转化 为 N 的 
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一 个 子 集 ， 所 以 我 们 不 妨 设 W(X,Y) 中 不 含有 2 阶 的 关系 量词 ， 
只 含有 2 阶 的 集合 量词 及 1 阶 的 数目 量词 . 

以 下 ， 我 们 要 根据 W(X,Y) H LEP LAR LA, fa, 
91,92,k), EIE L REE AER P(Q(i) x Q?) 上 定义 一 个 良 序 <. 

(1.2) 对 W(X,Y) 作 如 下 的 改造 ， 可 得 £ 上 一 个 1 阶 公式 
W*{F,g, k): 

(u 把 每 一 数目 量词 3x{…} 改 为 3r(N(2z)A Y, 其 中 N(z) 
的 定义 见 定 理 1 类 似 地 ， 把 每 一 Yz{…} 改 为 加 1 人) >} 
{必要 时 改变 N(x) 中 的 约束 变 元 ， 以 下 仿 此 - ) 

[iu RESP ERA BRI fg k. XY SRA fo. 

(ia) 对 于 在 W(X. Y) 中 出 现 的 X,Y 之 外 的 (约束 的 ) 集合 变 
元 Za: Ze, 取 定 7 个 函数 变 元 如 ,5 并 作 如 下 处 理 ， 

把 每 一 集合 量词 32,{:…} 改 为 


Jhi{Ya[V la, h. k) > Nla A Y, 
把 每 一 集合 量词 ¥Z{---} WA 
Vhe{Wa[V la, hi ki 3 Nfa — -eh 
其 中 V(a,y, z) 的 定义 见 引 理 3 处 . 
(iii) 把 每 一 形 如 (te Z) 的 原子 公式 改 为 Vi, hi ky 把 每 一 形 
如 {teX) 或 (te 了 的 原子 公式 分 别 改 为 V(t 了 kk) sk V (t, g, R). 
(iv) Ei ERR HAREA UU, gk) & W*(J,g,k) 为 IZ(k)A 
U(f.g,k)AVel(V(e, f.k) Vv Vlag k) Ne)], 其 中 IZ(z) HEX 
见 引 理 4 处 . 
{1.3) 设 G 为 任 一 区 域 ， 上 关 0 为 HG) 中 任 一 个 在 GG PR 
有 无 限 多 零 点 的 函数 ， 则 易 知 ， 对 任何 f.g e H(G) 都 有 有 
[IH(G) F W*(f,g,k)] 当 且 只 当 
[4g CNH A SN HB A; < Agl, 
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其 中 Ay = {al dz © G(f(z) =a A k(z) = 0)y, A, 仿 此 . 
(1.4) 利用 P(N) LR BP <, 可 以 依 如 下 方式 导出 P(Q(i) x 
Q') 上 的 一 个 良 序 ， 仍 记 为 <: 


QU) x Q* 中 每 一 序 偶 gr) 可 以 叭 一 邮 表 示 为 
a= (+ 
其 中 ， a 为 0 或 1;4# 为 0 或 lbee,f ab € N; e f. al, b Z 0; 
be 83: e, f HE, a,b WR. felt, HA (qr) 可 唯一 地 上 映 
射 到 一 个 自然 数 
2#355e7411°13/7172 19°. 

{ 显 见 不 同 的 序 候 映 射 到 不 间 的 自然 数 ， 并 且 只 有 一 部 分 自然 数 能 
如 此 被 映射 到 . ) 

REEERE, AAH QG x Q* 的 每 一 子 集 得 到 N 的 一 个 
FTE, 从 而 就 能 傅 自然 方式 由 PtN) F i B PE 和 得 到 PIQDxQ”) 
上 的 一 个 良 序 <. 

(1.5) $ Lf, fa gu ga k) 为 上 工 任 一 个 表达 下 列 含义 的 公式 
{ 为 便于 阅读 ， 在 一 些 对 应 揪 号 处 加 了 相同 的 下 标 ): 


IZ(k) A pw {ovofylil Ko KB) A Kly) A (Afi — o) 
Akifa- B)A (klp -y)]e +4 3abede fa SIsN(b) AN(c) AN(e)A 
NIU) A Nia) A NP) Ae Z QA f FONG 2 0 AP Z 0 
AVayzlalsN (2) A N(y) A N(z) A ((2y = b A. zz = e) v{zy = 
e A zz = f) v (zy = a A zz = bjs > z = 1 Ale (a = 
OAd=0Acefe =bf +cel) v (a =0A d= 1A cfo: = bf — cei) 
vla = 1lAd=OAcfoa = -bf + cei) Y (a = 1Ad= 1A cfe = 
—bf 一 cei)je AdyiYy2 :Yelr ola, yi) A Es(b, y2) AEs(6e, Ya) A 
E7(d,-ya) AB (e, ys) A Bist Se Ye Earla, Y7) A Evo [ló ,ya)A 


Y= mY: Aelia Aarish Kla AK(8)A KI A (kg 一 
A (kl ga 一 B) A (khi 一 wle — Jabede fa io: ho 8 A 
W*(ge, Y, kijo 


(其 中 Emir, y) 定义 见 引 理 6 kË, hecho 与 feh Biel). #4 
A(fi, fa) = ila, Bdz € G(f.(z) = a A falz) = B A kiz) = 0)}. 
A(gi, 92) PE. 

WG AT-Rm, k0% H G) 中 任 一 个 在 G 中 其 有 无 限 
多 零点 的 函数 ， 则 不 难 证 明 ， 对 任何 f. fo. gi. 92 Ee H(G) 都 有 


[H(G)E L( fi, fa. gu, ga, k)| 当 且 只 当 
iA(h, fe) S QG) x Q* B Alg, g2) € QG) x Qt 
B A( f, fz) < Alg, g2)]. 


(ID CA V(e,8, fi, fa. k) 记 达 上 任 一 个 表达 下 列 含义 的 工 阶 
公式 : (Æ H(G) 中 六 存在 一 个 点 函数 2 使 (pj#) B (加 不 — e) B 
外 户 — PY (参看 引 理 1). 

再 以 Flo) 记 上任 一 个 表达 下 列 会 义 的 1 阶 公式 


(e 为 l-ljayr{(7 为 1-1)—+ Vk fi fogigala[sIZ(k) 
AVeñ| | V(a,B h. fk} Oo (a € ADAB e Qt A Íz € 
C|le — 4] < A} S range(o)) A Yapi Vla, Ag, gak) + 
(w£ Q(i)A8 £ QT AyE C|le — yl < BV S range(r))|]s]s 一 
Efi, fa, 91, 92, k)]>h Y. 


KPC 为 复数 集 、 (EM: z € range(y) 可 表示 为 K(x) A (y — 
z 非 单位 }).) 
(UD 对 性 一 区 域 G, & 


R(G) = {(ar) € QG) x Qta € Cļlg - el <r} SG} 
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WHER Flo) 的 含义 可 以 看 出 .对 任何 区 域 G REF EHG) 
都 有 


H(G) F F(a) 当 且 只 当 i ÆG EK 1-1 HERS 

HHEH LAEL POA MRA < F, XT G kL 

的 任何 1-1 共 形 映射 T, 都 有 REG) < RG). 

(IV) 现在 证 明 ， 复 平面 中 每 一 区 域 C RENEE CARH 
的 . 

(41) 设 GC 为 任 一 区 域 . 令 Go 为 “与 G 共 形 等 价 并 且 在 
P(Q(i) x Qt) 的 良 序 < 下 R(Go) 为 最 小 ”的 那个 区 域 (3 WL Go 
由 R(Go) 唯一 决定 ). 

设 G 为 任 一 能 使 H(G) 与 H.G) 适合 £ 上 完全 相 局 的 1 阶 
语 名 ”的 区 域 ， 以 下 证 明 ，G 与 G 为 共 形 等 价 、 有 此 之 后 ， 即 知 
G xt C ALE. 

(4.2) $ G) 为 “与 G HB StH B g PGA) MRA < 
T R(Go) 为 最 小 " 的 那个 (唯一 的 ) 区 域 , 现在 证 明 R(Go) = R(G)). 
由 对 称 性 ， 我 们 只 需 证 明 R(Go) ERG 

设 (g,r) E R(Go), WJ £ HED) 表达 下 列 含义 的 语句 

Ve[F(o) — {a € Cljq — al <r} C range(o)] 
在 H(G PRZ. (REAA: H Go 定义 及 Flo) 会 义 可 知 ， 
当 F(o) 成 立时 ， range(a] 必 为 Go, 再 参照 R(Go) Æ MAME 
式 成 立 . ) 再 由 C 取 法 可 知 此 语 旬 也 在 H(G') 中 成 立 ， 从 而 再 由 
G, 定义 及 Fle) 含义 及 RIGO) 定义 又 有 (r) E R(Go). BD) 
R(Go) S R(GO). 
(4.3) 由 72(G) 定义 易 见 有 


G= U {aeClle-al<r}, 
(areR(G) 


所 以 由 上 段 的 R(G) = R(Go) 可 得 Go = Go. 再 由 Go 及 Go 定义 
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即 知 G 4G 为 其 形 等 价 . (定理 3 证 毕 ) 

定理 4 (D 存在 ZFC 的 模型 M, 在 其 中 连续 统 假设 成 立 , 并 
且 在 其 中 存在 P(N) 的 一 个 良 序 , 它 可 以 用 关于 自然 数 系 (N. +) 
的 2 MERREN (OD 存在 ZFC 的 模型 M, 在 其 中 连续 统 假 
设 不 成 立 , HEH PEE PIN) 的 一 个 自序， 它 可 以 用 关于 自然 
数 系 (N,+,:) 的 2 阶 公式 来 定义 . 

(D 的 证 明 可 参看 [5] p527. 

(H) 的 证 明 可 参看 [6]. 

由 定理 3 及 定理 4 即 可 得 下 列 的 

主 定理 1 (D 存在 ZFC 的 模型 M, 在 其 中 连续 统 假设 成 立 ， 
HAE M 中 ， 复 平面 中 每 一 区 域 G 都 是 对 语言 2 范畴 的 ， (ID 
存在 ZFC 的 模型 M, 在 其 中 连续 统 假设 不 成 立 ， 并 且 在 M: H: 
复 平面 中 每 一 区 域 G 都 是 对 语言 C 范畴 的 . 


§2 “dE CSCI” 4 ZFC 的 和 谐 性 


定义 E Fay, tn) ASSIS S (€ 中 的 一 个 公式 ， 
如 果 由 ZFC 能 推出 如 下 语句 ， 


VGG'y (CGS Gy 都 是 复 平面 C 中 的 区 域 ) 
A(G5 G AEE) ~ [F(G,h, Yn) © FG, Yi 7* Und}. 


则 称 公 式 Fayo ya) 为 REREH. 

H 熟 习 公理 集合 论 的 读者 不 难看 出 , 可 以 在 语言 {€} 中 瑟 出 
一 个 工 阶 公式 Fy) 它 在 通常 的 语义 解释 下 表达 如 下 的 含义 : 
“z 是 复 平面 C 中 的 一 个 区 域 而 y 是 中 一 个 语句 ， 并 且 y 在 
H(e) PRE.” (F(z, y) 的 具体 写 出 是 很 元 长 的 ， 在 此 略 去 .不 热 
习 公 理 集 会 论 的 读者 可 以 暂时 承认 Fey) ORE.) 容易 看 出 ， 
Fizy) 是 一 个 共 形 不 变 的 公式 ， 
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EERE ZFC 的 一 个 模型 (M.e) 使 其 M 为 可 数 可 迁 集 者 ， 
{由 公理 集合 论 可 知 ， 这 样 的 机 型 可 以 适合 连续 统 假设 ， 和 也 可 以 不 
We.) 再 任 取 整数 集 Z 的 一 个 子 集 S 使 其 为 “generic over M” 
者 .以 M|S) 记 由 M uU 15) 生成 的 ZFC 的 可 了 迁 模型 。 (HORE 
AETA, SERS M 适合 连续 统 假设 时 ， JM{S] 适合 连续 统 假 
W.) 则 用 力 追 法 可 证 下 列 定理 ， 

定理 5 设 邓 ,3 如 上 述 . BNA WFR So, 51 MH F: 


S= In 8ez|2n e Si, S$,—{nmeZ|an+1e S). 


MET 

(1) Æ ZFC AR (M[5], €) 中 ,其 复 平面 上 不 存在 形 如 T(z) = 
az +b 的 映射 能 把 So GRE) S, F. 

(ID Æ F(z y, ,yn) 是 语言 {€} 中 一 个 1 阶 公式 ， 并 且 对 
每 一 m £ Z 都 能 在 ZFC 中 推出 下 列 公 式 ; 


Yu C Z[F(u, y, DO 五 (和 十 mm 有 让 


(Ep u + m 代表 把 u PRPC (ABH) BR v + m 所 得 的 
集合 ), 则 在 模型 (M[S],e) 中 ， 对 任何 dresan € M 都 有 下 式 成 
Ws 
五 (90 01 yan) > F(Si attan) 

HER E. 

定理 6 i M,S,5o S 如 定理 5 所 述 , 在 ZFC 的 模型 
(MIS].€) F, 4 Go = C\ So, Gi = CAS (C HBF). 则 : 

(d) Go 5 G1 Æ (M[S] E) 中 不 为 共 形 等 阶 . 

(ID) 对 任何 共 形 不 变 公式 F(p a) 及 任何 el a, € 
M, Æ (MIS), E) PA FARY: 


F(Gp,41,°7-,@n) t P(G ai, an). 


——— F ram 一 一 一 一 


证 明 (D 在 集合 论 模型 (M4[5],e) 中 引用 复 变 函数 论 来 证 明 
Go 与 Gi 不 为 共 形 等 价 : 

BEE (MISE) 中 存在 一 个 由 Go 到 G, 上 的 1-1 共 形 映射 
T, WA Picard 大 定理 易 证 {注意 出 S 到 法 知 其 为 无 限 集 ): 存在 
a,b £ C 使 T(z) = az + b (Hi z eGo). 此 二 可 自然 地 看 作 定 
义 在 全 部 C 上 的 映射 ， 并 易 见 其 必 把 So eS) S, 上 ， 这 与 定理 5 
的 (I) 矛盾 . 

(ID 设 Flm y Vn) 为 一 共 形 不 变 公 式 . 所 此 定义 一 新 公式 
H(z,y ,yn), WEA FIA 


zQBAP(C\ zY Maj, 
则 易 见 对 每 一 me 都 可 在 ZFC 中 推出 下 式 ， 
Vz < ZE (z, yin) co A(z +m, yi Yn) 


从 而 由 定理 5 的 (25 T R, 对 任何 G1 ax € M, 在 (M|S), £) 中 
都 有 下 式 成 立 : 


H(So,41,°°' Ga) 4 H(Si,ai, an) 
FA k H LE BG AE (MIS) 中 也 有 

Gayat dn) 4 FCG), ti, ,Qn). 
成 立 . 《证 毕 ) 

主 定理 2 (D 存在 ZFC 的 模型 M3, 在 其 中 连续 统 假 设 成 立 ， 
HA M 中 : 存在 整数 集 Z OTR 53, 使 复 平面 C 中 的 区 域 
C\ 53 对 语言 上 不 是 范畴 的 . 

(Il) 存在 ZFC 的 模型 Me 在 其 中 连续 统 假 设 不 成 立 ， 并 且 在 


Ma 中 : 存在 整数 集 Z 的 子 集 54, ERTE OC 中 的 区 域 C\ Ss 对 
Wa CRI HW. 
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证 阴 视 定理 6 中 的 (M[S], £) 为 Ma( 当 M 适合 连续 统 假设 
时 ) 或 Ms( 当 M 不 适合 连续 统 假设 时 ). $ So = tnEz2n € S), 
并 令 Go 为 (在 (M[S],€) 中 的 ) KR C V S50， 以 下 证 明 ， 在 模型 
(MISLE) P, Gio e PERRI (AT So 即 可 充当 主 定理 中 的 
Sy 及 S4) 

KER 6 定义 区 域 G1, 则 由 定理 6 知 Go 与 G, 在 (M15],€) 
中 不 为 共 形 等 价 . 

假若 Go 在 (24[ 引 ,<) 中 对 是 范畴 的 ， 则 由 上 段 可 知 存在 C 
上 的 1 BB A, 它 在 H(G) 中 为 真 而 在 H(G) 中 为 假 . 

但 是 ， 4 实际 上 可 看 作 M 中 的 一 个 集合 FANARR 
合 论 的 读者 可 暂时 承认 此 事 ). 所 以 对 前 述 例 子 中 的 共 形 不 变 公式 
Fix y (EE 5 之 前 ), BER 62 {ID 可知， 在 (M1S],€) 中 有 


F(Go, A) > F(G1, A) 


成 立 . FAE Fi y) HERKES X (LEN) 就 可 看 出 (注意 Go, G: 
都 是 C 中 的 区 域 ) A 在 H(G) Ë H(G.) 中 的 真 假 情 况 应 该 相同 . 
这 与 上 段 矛 盾 . 

所 以 ， 在 (M[S1, e) 中， Go xC PERH. GE) 

由 主 定理 1 及 主 定理 2, 就 可 得 到 本 章 开始 处 所 说 的 独立 性 结 
W. 从 而 看 出 ， 在 复 变 函数 论 的 研究 中 。 有 些 自然 提出 的 重要 问 
题 , 其 解决 也 是 离 不 开 数 理 思 辑 方法 的 . SARA, ESB 
数论 中 也 是 存在 的 ， 读 者 可 参看 文献 [7], 此 处 不 再 多 谈 . 
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第 7 = 


代数 封闭 群 与 模型 论 


代数 封闭 群 是 人 和 们 熟知 的 代数 封闭 域 概念 在 群 沦 中 的 类 侯 物 . 
其 定义 为 : 

设 G 为 一 群 ,如 果 和 让 系数 在 书 中 的 任何 有 限 个 群 沧 方 程式 所 
构成 的 方程 组 卫 都 在 G 中 有 解 ， 则 称 G 为 一 代数 封闭 群 

换言之 ， 在 这 样 的 群 G 中 ， 对 于 “ 解 (有 限 } 方程 组 ”的 代数 
要 求 总 是 可 行 的， 不 需要 对 G 进行 扩张 ， 所 以 名 日 “代数 封闭 ”. 

如 果 把 上 述 的 代数 要 求 加 强 , 使 有 限 组 了 中 不 限于 只 售 等 式 ， 
而 是 也 允许 售 有 不 等 式 ,就 得 到 一 类 性 质 更 强 的 群 ， 称 为 存在 封闭 
群 . 但 这 时 的 对 不 能 是 任意 写 出 的 ， 因 为 它 可 能 是 无 解 的 矛盾 组 
(例如 Z, = {r xx}, Ez = (az = yaly # zy, 等 等 ) 所 以 需要 对 
P MI F “Aris” WER. 对 于 “无 巴 盾 ”性 ， 一 个 合理 的 所 法 是 
"E 可 以 在 G 的 某 一 扩 群 中 有 解 … 因而 存在 封闭 群 的 定义 是 : 

设 G 为 一 群 ， 如果 对 于 由 系数 在 G 中 的 任何 有 限 个 群 论 方程 
及 不 等 式 所 构成 的 联 立 组 车 , SEE G 的 某 个 扩 群 中 有 解 时 ， E 
f G 中 也 有 解 ， 则 称 G 为 一 REBAR. 

代数 封闭 群 和 存在 封闭 群 都 是 代数 性 质 很 好 的 群 ， 【后 者 是 
前 者 的 真子 类 ， 例 如 易 知 单位 元 群 G = (1) 是 代数 封闭 群 而 不 是 


94 


存在 封闭 群 . ) PER RRA RAR, BAT ENA RM A 
ft RA, TER -BRBERAH, 包括 模型 论 及 递归 论 
方法 . 

代数 封闭 群 的 概念 是 W. R. Scott 于 1951 年 提出 的 (网 [1D, 
后 来 有 G. Higman, B. H. Neumann, H. Neumann 及 A. Macintyre, 
M. Ziegler, W. Hodges 等 人 分 别 用 民 数 方法 及 逻辑 方法 进行 了 越 
来 越 深入 的 研究 . 读者 可 参看 G. Higman 与 E. Scott 的 专著 [2] 及 
W. Hodges 的 模型 论 专 著 [3] 及 其 中 所 引文 献 . 

本 章 取 材 于 B, 对 其 中 有 关 存 在 封闭 群 的 主要 结果 (主要 是 关 
于 各 种 可 数 代 数 封闭 群 的 存在 性 ， 见 以 下 定理 ABCD) 及 其 论证 
方法 作 了 精简 及 改写 ， 目 的 在 于 用 不 太 长 的 篇 幅 向 广大 数学 工作 
者 介绍 数理 欣 辑 方法 在 这 方 而 的 应 用 简况 .， 本章 不 要 求 读者 具备 
群 论 或 数理 再 辑 方 而 专门 的 秆 备 知识 ， 只 要 有 一 定 芍 数学 履 养 凤 
可 陪读. (以 下 用 到 少数 模型 论 概念 及 符号 ， 可 参看 国 }. 


S1 Re 3 公式 的 结 式 


定义 设 工 为 语言 上 的 1 阶 理论 (BD: 由 关上 一 些 工 阶 语 
句 所 构成 的 集合 ， 以 下 简称 理论 ), z = (z1,…,2n) 为 一 组 取 定 的 
EREL, pF) 为 上 一 个 3 公式 (BI, YF) 为 前 东 标 准 形 ， 
并 且 其 前 束 词 中 没有 全 称 量 词 ), 以 Res,(z) 记 £ 土 全 体 适合 


TF YE(PE) — yE) 


的 Yi 公式 vs) (BM: yT) 为 前 东 标 准 形 ， 并 且 其 前 东 词 中 没有 
存在 量词 } 所 构成 的 集合 ， 称 Res,(z) 为 pa) HA. 

定理 1 ETAR L EBEE, A% LRP, aA 
中 的 ”元 组 ， p) A £ EM) 公式 (RP T (zi, ma)). 则 
下 列 二 条 和 件 等 价 ， 
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(a) 存在 T 的 模型 B 2 A 适合 B = e(a). 

(b) AF ARes,(a). (ARese (z) 表示 Res, (2) 中 一 切 公式 的 合 
取 . 它 是 一 个 非 1 阶 的 无 限 长 语句 ， 以 自然 方式 作 语 义 解 释 . ) 

证 明 (1) 由 (a) 证 (b): 

H B F e(a) R BET E Res (Z) 定义 易 知 有 BE ARes, (G). 
Ba BDA 及 Res,(z) 中 均 为 v, 公式 即 易 见 有 (b) 成 立 . 

(2) 由 (b) 证 (a): 

设 A F ARes (2). 令 £, = LU {d1 da}, HP didn 为 
互 异 的 新 常量 . 在 4 中 用 ai 解释 d,G = l, n), M| A BRA £ 
的 模型 D. 

É 3, 公式 gz) 为 Fez, 9), RP y= (y Ea) 而 EY) 
AB. 


& L = (Ly)pU fen em}; fc cm 为 互 蜡 的 新 常量 . ) 考 
Rc’ 上 的 理论 


T' = TU diag( D) u (%(d,Ə)), 


其 中 diag(D) 为 D WBR. HATET 和谐. 
BET 不 和 谐 ， 则 由 紧 致 往 定 型 知 存在 T 的 有 限 子 集 不 和 
W. 从 而 易 见 存在 diag(D) 中 有 限 个 语句 的 合 取 9(d,5) 能 使 


TU {¥(d,2)} + 0d, b), 
其 中 5 为 (CjpAC 中 总 之 外 的 一 组 常量 , 由 上 式 及 谓词 演算 可 得 
TU {v(d,2)} + V2-0(4, 2), 
由 此 又 可 得 


TH 3y0b(d,y) > vz—6(d, z), 
TH Ve(e(z) > Vz-0(Z,2)). 


— _ ——— -:. 


从 而 可 知 vz—0(z,z) € Res (=), 再 由 题 设 (b) 有 
AF Vz-6(@, 2). 


HbA D F Vz—0(d,z), AMA DF -8(d,b). 但 由 e(d, 5) 的 
取 法 又 有 DEF O(d,b), RBA. BEAT’ 和 谐 . 

HRT 的 模型 B', 将 其 妇 约 到 语言 上， W B. WaT 
的 构成 易 见 有 BA, 并 且 BE wv(a). (iE) 

WE G HH, abe G. 以 下 把 b tab 简 记 为 at, 把 abled 
fic bbl. 

定理 2(Higman) &GA-ARERNR. WC 能 递归 地 给 
出 的 充分 必要 条 件 是 能 里 入 一 今 有 限 给 出 的 群 中 ， 

证 明 可 参看 专著 [5] 第 IV.7 节 . 

定理 3 设 G 为 一 群 ， 五 与 均 为 如 的 子 群 且 存在 一 同 构 
映射 a ; H> K. MEER G 2 G 及 其 中 一 元 9 能 使 ， 对 一 切 
he H #4 g lhg = ofA). 

证 明 可 参看 [5] 第 IV.2 35. 

定理 生 ECAH, g(t = 0,1,2,---) 为 口中 任 一 系列 
元 素 (不 论 同 异 )， 则 存在 群 G 2 G 及 其 中 二 元 ab 能 使 q; = 
læ, 67+), a], G =0,1,2,---). 

证 明 可 参看 [6]. 

EHRE, RARER £= { 二 ,并 令 了 为 群 的 1 Bt BE 
论 如 下 : 


T =[Vzyz((zy)z = 2(yz)), Vz(zz 1 = 1Az7lz = 1), 
Vr(z] = z Ale = z)) 


GEERT HV, Be). 


(m = 1A:-- Am, =1) (y= 1) 
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等 价 于 (对 理论 了) FA 公式 的 结 式 : 


viwi Cast t [y = [| (rieri) 
1Sign 


证 明 (1) 34 x = 1 P. 

(1.) 一 方面 ， WH-R G PME a,b, HT Suwu(b = 
atatao) R, GWA (a= 1 一 5=17 RA. 

(1.2) 另 一 方面 ， 对 任 一 群 G PERT ab, RA (a — 1 — b = 
1) ar. EAP Ria. 

(1.21) # b = 1. Æ G Z BEM (ajc Ga EG PE 
成 的 子 群 ) BGA RRR C. D, 并 设 c,d 各 为 CLD 的 一 个 
生成 元 ， BIR G x C x D, 在 其 中 a,c,d,ed 的 周期 相同 ， 故 由 
定理 区 连用 3 次 ) ae, FE-PE 5 G x C x D 及 其 中 的 元 
uu t 能 使 at = e, a” = d, (cd = a. AWARE H 中 有 
(1 =)b = aata", 

(1.2.2) Fb #1, MRA a Z 1. 此 时 , ÆG iiS (ao 
RAM HR C 及 其 一 生成 元 c. 考虑 自由 积 G +C. 由 自由 积 性 
质 可 知 ca 与 c lb 都 再 期 无 限 ， 故 出 定理 3 MEH H D G + C 
及 其 中 的 元 uo 能 使 a" = c K (ca)? = cb. AME H 中 有 
b= ag” a”. 

由 以 上 及 定理 1 即 易 见 n==1 时 引 理 成 立 . 

(2) 34 n > 1 时. 

(2.1) 一 方面 ， 对 任 一 群 G PME ú al ant FA 


Supi, Da (° = |] (aaa ) 
igig¢n 


成 立 ， 最 见 有 
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OGL, 
(2.2) 曙 -- 方 面 ， 对 性 一 群 上 G PIT ar... as. b. ATT 


(a) =lA- Aa, = 1)—(h=1) 


Aue. A FEL Sr te m. 
(22.1) ## b = 1. fF 121) 证 法 可 知 在 在 群 囊 了 G RE 
中 的 元 u,v, ws 能 使 1 = atata” (¿= 1, 0). ARA b = 
I (apa, et 小 


lign 

(2.2.2) Fb Z 1. 此 时 al an 不 全 为 1 PIRR a Z ICH 
RE). 仿 (122.2) 可 知 存 在 H, 2 G 及 其 中 元 m,n, w 能 
feb = apapa. Mii (1.2.1) MAAR Ho 2 H, 及 其 中 的 元 
uj bau; 能 鳄 1 = a ava 人 一 29 从 而 在 五 中 有 $= 


[I (acatar). 
igign 


由 以 上 及 定理 1 Eg n > 工时 引 理 也 成 立 . (EHE) 
518 2 EREET ZT, HE EEM n, 2 z = (24 Enh 
y= (Yn), H F p] 2: t Ë 


(G = 1 tiẸ) = Li = 0,1,2,--+} 


( 当 通过 一 切 自然 数 时 ， tE 通过 由 生 成 的 一 切 项 , ) 等 价 于 
PI A 公式 vz, 7) 的 结 式 : 
m( A ( A Bhyl=i)a A =ru) 
igign 1¢f¢n lgign 
证 明 (1) ii, HEE G 中 的 任 二 n X z$, HA 
G E ç(a,B), 则 存在 c,d € G 能 合计 (of, bj] = 1 B af = afi. 此 
时 ， 对 任何 项 t(2), 易 见 有 


(tx(G))* = ta (82) = te (Atm (B) = (ta (E) tb). 


(其 中 a? = (at. aq), 其 它 仿 此 . ) 由 此 易 见 有 
GF (i (6) = 1 — tk(b) = 1), (k=0,1,2,..°). 
(2) 另 一 方面 ， 对 性 一 群 G 中 的 任 二 us ab, HA 
GFE (DD = 1 —+t(b) = 1), G=0,1,2,...), 


则 易 见 存在 一 个 同 态 映射 (o 全 Ble HE a1 H bi, ant bn 

现在 在 G 之 外 取 一 个 与 Go 同 构 的 群 C 使 以 5 为 与 豆 对 应 
的 生成 元 、 则 由 定理 3 AFER H Gx 及 其 中 的 元 g 适合 
al = e (i=l; en) BLET a 与 每 个 b; TR. 由 以 上 不 难看 
Hi, HH a; cb; 可 以 决定 一 个 由 @e 到 寺内 的 同 构 上 映射， 从 而 
表册 定理 3 可 知 存在 群 G” 2 H 及 其 中 的 元 h 能 使 


af = cb; = afb; (i = 1,---,n). 


HD BIG’ (G b). = (HEH) 

Ë 以 下 有 时 把 此 引 理 中 的 o, 改 记 为 Hom, (Z,7). 由 上 
证 中 的 (1) TRASE: 若 在 一 群 G HA plab) RE, WH a; — b, 
(i=1,---,0) 可 以 决定 一 个 由 (a) 到 Oe MEARE. 这 就 是 记 
号 “Honi” 的 动机 . 

定理 5 HORT MLR. FIG C Fin SDD 
量词 严格 Horn ARK, WEE C 上 的 正 原始 公式 o2), RET TF 
的 结 式 Res,(Z) 与 $(z) £ T F Str. 

证 明 (1) 设 @(z) = (e;(m)|í = 0,1,2,---}. BA, HEA i 
不 妨 设 o, 为 如 下 形状 : 

(ta(®) =1A---Atim,(%) = 1) — (t (z) = 1). 
从 而 由 引 理 1 知 pi 可 视 为 一 如 下 形状 的 公式 p; (z) 


FeV W + Un, Um, Wm; Ce 一 ell (ta (ZY te; (Z) ty (@)")) 
Sa WE 
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的 结 式 . 为 了 方便 , 以 下 设 诸 p (z) 中 的 约束 变 元 都 已 改 用 wi, v2, vs, 
… 重 写 , 3EH 2354 4 时 在 p(T) 及 palT) 中 没有 相同 的 约 东 变 
Jü. 我 们 以 ab; 记 pi 中 的 无 量词 部 分 , 则 由 以 上 易 见 , BRET pi — pi 
是 递归 的 . 

现在 引进 两 个 新 变 元 y, z, 并 把 每 个 中 中 的 诸 u, 都 各 用 
[n t] 代替 (n = 1,2,3,…)， 则 每 个 y 变 为 一 无 量词 公式 
nT yz) 并 号 映射 0; o BRAM. 

以 p(Z,u,z) WER c; 中 出 现 的 等 式 的 全 集 (不 妨 设 每 个 等 
式 右 端 均 为 1), 则 由 @(z) 为 递归 可 枚 举 及 以 上 可 知 Tz, y2) 也 
是 递归 可 收 举 的 ， 任 意 取 定 F(z, y.z) 中 诸 等 式 的 一 种 递归 梳 举 方 
式 ， 并 对 之 改写 为 如 下 的 等 价 形式 : 把 第 n 个 杭 举 出 来 的 等 式 右 
端的 1 改写 为 n 个 yy-! BERA. BP, y, 2) 记 这 些 新 等 式 的 
全 集 ， 则 易 见 其 为 递归 集 ， 

现在 考虑 有 限 生成 的 群 H = Gy, 2; 0’), 由 定理 2 知 H W IK 
入 一 个 有 限 给 出 的 群 天 中 . 任意 取 定 K 的 一 种 有 限 给 出 形式 ， 在 
此 基础 上 并 把 元 多 二 也 都 加 入 生成 元 中 { 随 之 加 入 有 限 个 必要 的 等 
式 ), 可 以 使 KK 具有 形式 (E,u, z; O), 其 中 日子 网 2,0) 是 一 个 会 
有 限 个 等 式 的 集合 ， 

以 peT) 记 下 列 公 式 ( 易 见 为 正 原始 公式 ): 


Many zu ( A B(T yz w) A Homala 9.2534, z)) 


EP n 39 383688 Z,u, z 的 长 度 . 

(2) 以 下 证 明 O) 等 价 于 eE) 在 工 下 的 结 式 . 

(2.1) 设 G 为 一 群 ， 并 县 其 中 的 元 素 组 互 适 合 GE pa), W 
由 p(t) 定义 及 日 取 法 可 知 ， 存 在 CG PINT be 及 are 能 
使 GF 入 Wi(a7,5',c), 并 且 由 Hom, 定义 及 引 理 2 的 证 明 可 知 ， 
(Gb dehh a, be A G PERUT, ELF Pik) 是 Q, br ea 
HAAR GEES JSE F, obed 分 别 映射 到 a,b,c). Hi 
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此 可 得 G F AW (a,b,c), 从 而 也 有 GE AY be) 再 由 Uz, y, z) 
AOR BN A G F o (a) (i = 0,1,2,---), 

由 以 上 可 知 (Z) C Res, (Z). 

(22) 反之 ， 设 G 及 其 中 元 素 组 5 适合 G E A O(a). 

E CE poli) E vo 为 po HARA MD (由 定理 1) G ATR Go 
WG Go = pola); X G F a (8) 及 el 形状 知 Go F oi (G), HH yi 
A pm HAREA Go 有 扩 群 G1 适合 Ga F pi (G); 如 此 继续 ， 可 得 
Go C Gy € Ge Ges 

& G. = y Gwe 为 第 1 个 无 限 基 数 )， 则 有 G. F pCa} 
(ë = 0,2) BAHAY 的 取 法 可 知 ， GC. 中 含有 诸 元 素 组 
dodi dn e 能 使 G. F yadi) 由 此 及 庄 o 的 到 法 及 定理 4 可 
知 , FER G DG. Bbc € GQ AEE G Eola, b c)(ii = 0,1,2,4) 

DEES UWA G EAV (a,b,c). BER H WEAK (G.b C) ay 
R H 的 同 态 象 . 由 此 及 K = (F, y, 2,0; O) 及 pT 的 形状 (ERT 
在 p 中 为 自由 变 元 而 在 K 中 为 一 组 生成 元 的 一 部 分 ， 这 两 者 不 会 
238), IIS RE G PH G = G' x K PA GC" E Ra 成立. 

(2.3) 由 (2.1) 及 (2.2) 及 定理 1 BBS M. P) 与 Res,(z) 在 
了 下 等 价 . (WE EE) 


852 存在 封闭 群 与 群 的 字 问 题 


以 下 把 存在 封闭 群 简称 为 e.c. EZ. 

引 理 3 设 & = {7,1 oF AC 上 的 31 公式 T= 
{zi 2 8). MA G 3 ec HG PH—n cH. 如果 存 在 群 
HOG 适合 HE (a), W GF yf. 

证 明 设 eT 为 wha, p (oY PRE). 48 2 b 已 化 为 析 
取 标 准 形 (Tg) v v OY) (其 中 每 个 从 为 若干 等 式 及 不 等 
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=: nure - —rr Hee HE 


AM Sk). 

H H F pa) WEG < í < k) HE H Eya yh BH G 
为 e.c. HAMA G F dyay) 从 而 也 有 GE pla). GEE) 

定理 6 HLT 如 前 , p(T) A EER 公式 ,下 一 (zz 
REGA~ ec 群 ，& 为 其 中 任 一 rn 元 组 . 则 GF yl} 53 B Z 
当 G E A Res, (G). 

WERA (1) AG E g(a), Rh Resol) EX BMA GE A Res, (a). 

(2) E.Z, AGE ARes, (2), 则 由 定理 1 MEERA Ə G 5 
£ H E 2a), 再 由 引 理 3 即 知 GF pa). 

定理 了 每 个 群 G 都 能 扩张 为 一 ec. 群 . 

RE REAR, 得 以 下 并 未 用 到 ， 所 以 略 去 证 明 . 读者 可 
参看 [外 中 定理 3.10 的 证 法 ， 其 思路 与 将 任 一 域 扩 张 为 一 代数 闭 
tae A) St FESS ALL. 

定理 8 tec RG 都 是 单 群 . 

证 明 AR CG rhFE— úa 41 E b=z1. 

在 G 之 外 取 一 个 与 Oe 同 构 的 循环 群 C, 设 c 为 其 一 生成 
元 ， 考虑 自由 积 G + C. 由 自由 积 性 质 (可 参看 [7] 第 11 章 ) 可 知 
ca Se DAMS. Kaew 3 可 知 ， 存 在 一 群 H DG + C 
及 其 中 二 元 u,o fE a= ce R (ca =b 从 而 易 见 在 H 中 有 
b= a"a""a"., 所 以 


HF 3zy(b = a"a™a”), 


BH H D5G 及 侣 为 ec. BMG hias tr, WARE h,k € G 
SEE b= afata. La: b Fo ZG PERRETE. 
hab 的 任意 性 及 以 上 所 述 即 知 C HAR. (EHE) 
ES 设 互 为 一 有 限 生 成 的 群 ， 以 殊 = (有 有 ,… ha) 为 一 组 
生成 元 , 取 变 元 组 T = {zi……zrnj 诸 zi HS). 现在 把 语言 £ = 
{ ,1 上 由 z1,… ,zn 所 构成 的 一 切 项 任 依 一 种 递归 方式 排列 
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W: 
tol} t1(Z), to(B),-°- 


( 易 见 此 为 可 能 ). 并 令 
I = E| B F 5) = 1), 


我 们 把 五 KAR H EERTAR FTH 字 问 题 . (HE LEK r 
ASB t (z) 的 递归 排列 方式 有 关 ， 但 易 知 其 在 递归 论 意义 下 的 不 
可 解 度 与 递归 排列 方式 无 关 . 另外 ， 当 H 的 生成 元 组 h 改变 时 ， 
BR L 也 随 之 改变 ， 但 易 知 其 不 可 解 度 也 不 变 ， 我们 把 此 不 可 解 
ERA da.) 

当 dy 为 递归 集 的 度 (一 般 记 为 0) 时 , RA 的 字 问 题 递归 可 
解 . 当 da 为 一 递归 可 杖 举 集 的 度 时 ， 称 HA BATS 的 字 问 
题 . 

定理 9 设 互 为 一 有 限 生成 的 群 ， 其 字 问 题 递归 可 解 ， 则 H 
可 以 嵌入 每 一 ec. BG rH. 

it Sa C {1} EERE G peig M G h £$ 
RSA t RTRA A (a = t-> g = 1) BR. 

取 吾 的 一 组 生成 元 到 = (al an) 对 于 此 mm HC LEER 
AEG z1 Za 组 成 的 一 切 项 任 依 一 递 妇 方式 排列 为 tolt) tEh 
to(T),---. 并 令 

Xt = {i| H FR = 1}. 


HI H RATI Xt Xo \ Xt {w 为 自然 数 集 ) 均 为 递归 集 , 
再 令 @(z,z) 为 上 上 如 下 的 公式 集 ; 


{E= lie XMUE@) =13az=1lie X7}. 


BI OC, z) HC CIARA S Pe Hora 公式 集 ， 故 由 定理 5 
知 存在 C LAER lz, z) 以 OCS, z) WHR. 
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HALSA G x HFA) FH F PR Es 1 知 存在 群 
G D G x H 8848 G Eom, g), 从 而 有 


G'E 3xz( (Z, z) A z Z 1), 


BAG D G Ë G Aec RAG 也 适合 此 式 , 所 以 存在 如 AEG 能 
使 GF o(5,h) B h Z 1, 从 而 由 上 段 知 GF AGO h). 再 由 (z, z) 
NEN ARSE G 中 生成 的 子 群 Oo 与 H AH. 【证 毕 ) 

推论 RHA—-ARERKNH, RFR MBAS, WG 
在 & 上 一 个 3s 语 名 oy 能 适合 : 对 每 一 ec. 群 G, G F oH SBER 
x H ERAGE. 

HERA 任 取 一 ec， 群 G, 现在 利用 G 寻找 ca. (HU FRI 
on 移 构 作 可 看 出 ， on 实际 与 ec. 群 G 的 取 法 无 关 . ) 

显 见 无 限 循 环 群 C 欧 字 问题 递归 可 解 ， 故 出 定理 9 知 C 可 
EY G 中 ， 所 以 G 全 有 周期 元 限 的 元 素 ， 任 意 取 定 其 一 为 g. + 
Ly = LU {eg} (co 为 一 新 常量 ), 并 视 (G,g) 为 C, 的 模型 (以 8 作 
为 co 的 解释 ), 记 为 Gy. (W WL Gy A ec. 群 .) 

考虑 上 的 递归 公式 集 


(syz) = {y= r"> z=1l]|n=01,;,.:.). 


Ho, 中 诸 公 式 形 状 及 定理 5 与 定理 6 可 知 存在 直上 的 正 原 始 公 
式 pls y zh BH ec. I G ASO, 中 公式 的 合 取 等 价 . 从 而 易 见 
leg. u, cg) Æ G, 中 与 二 为 基 一 后 人 全 0” 等 价 。 leg, acg) 
TAREFA — W- 公式 ， 记 为 N(y, cy). 

yE R Wp o HE—-BRATRETR. SRAAR 


alr, y z) = {y= z" + z=1|m € R). 


仿照 上 毁 ， 利 用 定理 5 与 定理 6 并 经 过 对 公式 取 和 否定 形式 ， 可 得 
£, E— Yi 公式 Only, cy) 使 得 : 
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ee ES a pap mm om 


(i) 对 一 切 自 然 数 m: me R ` B R 4 GF PRIED eq). 

由 题 设 知 ， 存 在 H 的 - -组 生成 元 五 = lean 能 使 R, = 
{i| H Ef) = 1} 为 递归 可 校 举 集 (ra 的 合 义 见 字 问题 定义 ). A 
虑 下 列 的 【无 限 长 ) 公式 ; 

(i) Vy N (gy, eg) A Or, (ys eg) 一 AG = c} > h(E) = 1)) 

AYYCN EY. co A OR, ys tg) — A (y= e, A t,(z) = 1 — c; = 
1)). 
由 以 上 可 知 ， 对 G 中 任 一 n eb: “(ü) Ke Gs 中 对 5 了 成立 ” 当 
AAS * 对 每 个 自然 数 (6) = 1 当 且 只 当 ie R” SER% 
£ G, PERN THEM ba (= 1,.….n) BH | H E ü 
F] BRT”. 

以 下 把 (ú) 进行 简化 : 

用 定理 5 两 次 ， 可 以 用 两 个 I 公式 代 换 (i) 中 的 两 个 无 限 合 
取 式 ， 得 到 一 个 C, 工 的 1 阶 公 式 o'(¥,cg). 再 由 g HARARE 
以 上 讨论 可 知 {以 下 又 回 到 £ E 

(iii) “H ATMA G 中 ” 当 且 只 当 “G F 3zz({z 周 期 无 限 } A 
o'(%,z))”. 

而 “z 周期 无 限 ” 叉 可 表示 为 

(iv) Jw{w £1 AAG =low= 1)). 再 次 用 定理 5 可 把 
(iv) HA Fy 公 式 e). 

现在 令 of 为 


AEz(I(z) A o'(z, z)), 


则 由 以 上 易 知 rr SE 3B SEDE T- 18 3 语句 oz. 显 见 ef 5 G ú 
取 法 无 关 ， 并 且 具 有 推论 中 所 说 的 性 质 ， (GE) 
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93 模型 论 力 追 法 


定义 设 了 为 语 育 过 上 的 一 集 原 子 语 句 ， 苦 适合 下 列 二 条 
件 ， 则 称 工 为 对 等 号 封闭 的 : 

G) X L EMI { 即 不 含 变 元 的 项 站 都 有 (t= b € T. 

(i) 对 研 上 每 一 原子 公式 pS) 及 任 二 闭 项 st, A pls) TH 
H "(s =t) eT ik (t ==) ë T”, HJ p(t € T. 

定理 10{ 虚 型 模型 定理 】 设 £ 为 一 语言 ， 其 中 至 少 含 1 个 常 
量 符 号 ， 械 为 上 上 一 集 原子 语句 ， 对 等 号 封闭 ， 则 存在 上 的 模型 
AS FRE: 

(a) A Pie nA C 上 一 个 闭 项 t BRE tA. 

(b) 对 £ ER-RTBA o. AF o HRS gpET. 
并 且 ， 此 种 4 除 同 构 外 唯一 【以 下 称 为 工 的 典型 模型 )， 

证 明 以 下 只 简 述 其 证 法 大 意 , 详细 论证 可 参看 [4] 5] 2.2 
的 证 明 . 

(QA KWo LER SHR. 在 天 上 定义 一 关系 “~* 
如 下 : 

s~t YAR (s = ty € T. 

由 了 对 等 导 封 闭 可 知 “…” 是 天 上 的 等 价 关系 . DL tU W t B ëE fii 
等 价 类 . 


我 们 取 (t |t € K) 作为 模型 4 的 论 域 dom(4) (H L AHR 
符号 知 dom( A) RÈ.) 


对 上 中 每 一 常量 符号 c, 在 dom(4) HR e” 作为 ce 在 4 中 的 
解释 c4， 


对 研 中 每 一 n 元 (n 2 1) 函数 符号 了 ,在 dom(4) 上 如 下 定义 
— n TOR RHEN F A PRR PA: 


FART a) = (F(t, stn)”. 
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Ce 


{ 击 了 全 对 等 号 封闭 可 知 此 定 总 合理 . ) 
对 总 中 每 一 于 元 人 21) XRS R, 在 dom(4) 上 如 下 定义 
一 下 元 英 系 作为 只 在 4 中 的 解释 RA: 


(他 tr) e RA 当 且 只 当 R, esta) € T. 


{由 全 对 等 号 封闭 可 知 此 定义 合理 .】 

模型 4 的 定义 至 此 完成 . 

对 于 K 中 每 一 闭 项 t, 本 四 其 复杂 性 归纳 证 明 有 t4 = +”. 由 
此 即 易 知 (a) 及 (b) 成立. 

(2) 此 外 还 可 证 明 ， 4 适合 下 列 性 质 : 

(c) 对 了 的 每 一 模型 B, 都 看 在 唯一 的 同 态 映射 f: 4 — H. 
由 (c) DS: ELS LARR A, 也 适合 (a) 及 (b), MU À, FA 
同 构 . (证 上 毕 } 

设 研 为 一 可 数 病 言 ，T 为 上 的 和 谐 理论 . 令 £(W) = LUW, 
其 中 W 为 一 可 数 无 限 的 新 常量 集 ， (W 中 的 常量 以 下 称 为 “ 见 
证 ”.) 、、 

W p 是 由 CW) 中 有 限 个 原子 语 旬 或 原子 语句 的 否定 所 成 的 
集合 . METUp Mik, WK p 是 一 个 T- KH. (ER: TRET- 
条 件 . ) - 

PRA COW) 的 模型 的 一 个 性 质 , 考虑 下 更 的 博 变 G (P): 
BREA, LIZA 先 由 甲 选取 一 个 T- KEE po; 再 由 乙 选 取 一 个 
了 -条件 p. 使 po C pi; 再 由 甲 选取 -- 个 和 条 件 m 使 pl C px; 再 
出 乙 选 取 一 个 T- # Ë ps 使 pz C psi: 如 此 继续 ， 可 得 TT- 条 
件 的 一 个 可 数 无 限 递增 列 ， 


pa C pi € p2 C ps ce: 
令 了 = Up. MER rr — VIR EDR U 则 易 知 存在 
idw 
EIE SAD LG U 并 且 对 等 号 封闭 的 原子 语句 集 U. 出 定理 10 
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知 U 有 唯一 的 典型 模型 ， 记 为 A 或 At, 并 将 其 在 £ 上 的 归 
约 记 为 AP) 或 4. 如 果 4+( 具有 性 质 P, 则 称 乙 获胜 ， 否 则 称 
PHH. 

如 果 乙 对 于 G(P) 具有 必 胜 策略 , 则 称 性 质 已 是 TIAR. 而 
通过 上 述 博 讲 来 造 巨 并 由 之 得 到 At (p) 及 AC) 的 过 程 ， 以 下 简称 
为 “T- 力 迫 法 "，( 它 是 A. Robinson 提出 的 “ 模 覃 论 有 限 力 迫 法 ” 
的 一 种 形式 . ) 

引 理 4 可 力 迫 性 的 联合 引 理 ) 在 了- 力 迫 法 之 下 ， 如 果 诸 性 
质 P. 人 = 0,1,2,…) AREAL AA, WEA A P. (W. P B P. 
B Pa 且 …) 也 是 可 力 连 的 . 

证 阴 ”由 题 设 ， 乙 对 于 每 个 博 奕 G(P.) 都 有 一 必 胜 策略 o. 现 
EZERRE GQ) 其 中 Q = AR 在 G(Q) 中 ， 乙 可 以 如 下 去 
走 ， 

第 0,2,4,… 步 为 甲 所 走 . 


在 第 1,5,9,13,. `. z, 乙 按 策 略 Ty Æ; 
在 第 3,11,19,27,- `. 步 ， 乙 按 策 略 Cl 走 ; 


在 第 只 +1 1 2ktl 3 okt] .5 一 1,28+1. 了 一 1 … P, 
己 按 策略 oc, Æ; 


易 见 乙 即 能 获胜 ， 所 以 这 就 是 乙 对 于 GQ) 的 - -种 必 胜 策略 . 
{证 毕 ) 
定义 Rg T- 条件. 如果 在 前 述 的 博 奕 GCP) T, RE 
出 现 了 某 个 ps 能 适合 pi 2 q, 乙 此 后 对 G(P) 就 有 了 必 胜 策 略 ， 则 
称 T- 条件 9 能 力 扎 性 质 P, 简称 为 4 力 迫 P. | 
引 理 5 ÆT- AART, WAT A a 能力 迫 诸 性 质 叫 
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(= 0,1,2,---}, 则 g BE J ib A P. 
maw 


证 明 仿 引 理 生 者 ， 略 去 . 

引 理 6 ÆT- Jbt, # ATED. 

证 明 FE o € p= y Po OH T- 条 件 定义 知 y 或 为 原子 
语 旬 或 为 原子 语句 的 和 否定 . 

(1) 车 2 为 原子 语句 ， 则 ( 按 前 面 定义 A p 时 的 记号 ) >o € 
U, Ç U. 故 由 定理 10 的 (b) 知 的 典型 模型 AT(p) F ç. 

(2) # e A —c E (e 为 原子 语句 ). 

RE At (p) E c, 则 由 定理 10 的 (b) 知 > £ U. 

另 一 方面 ， 由 了 - 条 件 定义 及 紧 致 性 定理 可 知 B 有 模型 B. 由 
U CPA BEU, HEE U 的 定义 易 知 也 有 BEU, 从 而 由 以 上 
HoceclUA Beo. 但 由 pw EB 有 BFw, 即 日 F mo REF 
fe. 

所 以 At F o 不 成 立 ， 从 而 有 AHP F e. (EE) 

引 理 7 ÆT- Hike, FIA P E AA. 

P: AP 中 每 一 元 素 都 被 无 限 多 个 见证 所 指称 、 

证 明 EEZ GP 中 ， 令 乙 按 下 列 策略 走 ， 易 见 即 能 获 星 . 
(EMER W = {ei ecoca 1.) 

在 第 ; 步 时 人 = 135… 小 设 里 已 走出 的 六 -1 PRE 
体 见证 都 证 ,ez,'…' ,cn; ZP. CRAB ni > 0, JA 88 Z. BJ F Zl 
EE, HE ni > 0.) 

现在 令 乙 取 


pi = pi-i U {6 = nth C2 = Cuta t Cn tn, F 


即 可 (8 A p a T- eA). GEE) 
(Œ: 上 述 性 质 P 也 可 和 被 任何 工 - 条 件 q AA. WAM ) 
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SE 8 Pq3— T- 条件， 已 为 关于 CW) 的 模型 的 一 个 
性 质 . 如 果 对 每 一 T- RE p lg MHL T- Rr Dp 能 使 7 
力 迫 P. W q 即 能 力 迫 P. 

证 明 略 去 (由 T- 4738 ce S 5 HL). 

引 理 9 设 g 为 一 了 -条件 ，w £ CW) 上 一 个 语句. H) q 力 
ape: g Hih “AT(p)E —2". 以 下 仿 此 ) 的 充分 必要 条 件 是 ， 
不 存在 了 - HE p 2 q HELE p Fi co. 

证 明 (1) 必要 性 . 设 9 力 迫 -pp， 则 易 见 任何 p 2 q 也 力 迫 
ny. 假若 存在 了 - 条 件 py 2 q 能 使 pi Tib o, MASE 5A p H 
jË yp Ame. 此 显 见 不 可 能 ， 

(2) 充分 性 ， (2.1) 先 证 明 ， 

(a) Fe ALW) 上 一 个 原子 语句 ，? 为 一 T- Ri, eH 
迫 — 当 且 只 当 不 存在 了- RH zr 2 p REE y € r. 

(2.1.1) 车 存在 T- Rt r 2 p BEIE per RAI r SEHE p. 
此 讨 易 见 7 不 能 力 扎 =p, Mi p Cr 也 不 能 力 连 ~w. 

(2.1.2) 车 不 存在 T- Rit r 2 p 能 使 Per BRB Gp). 
不 难看 出 ， 奕 手 己 有 第 略 可 以 追 使 中 全 和 体 原 子 语 名 所 成 的 集 U 
MESH, AT ATH Ey SA RY peU A+) É U A 
典型 模型 ). 但 若 奕 手 甲 走出 某 pi; D p 之 后 ， 则 由 本 情况 的 题 设 易 
Mae gp rtl e EU, 从 而 有 At(p)F ap. AAR p AA -y. 

(2.2) 青 证 明 : 

(b) 对 每 一 T- 条 件 g RCW) 上 每 一 语句 o, RFE T- 条件 
p Ə q 能 力 迫 p, RFE T- tt paH ~y. 

对 o 的 复杂 性 归纳 证 明 . 

(2.2.1) 49 为 原子 语句 时 ， 恕 果 不 存在 了- AH ple BH 
É -p， 则 对 任何 T- eH p Dg, 由 (a) 知 存在 -条 件 > 了 5 能 
Wyer WB M r Aik e. 再 由 引 理 8 即 知 q 力 迫 e. 所 以 此 时 
(b) 成 立 . 
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(2.2.2) RIF y DA (b) 成 立 ， 当 o A — BRT. Se 
T ç 也 有 (b) aw. CER p Aid ç SARS p HE =m.) 

(2.2.3) RAF p y2 已 有 (b) 成 立 , 当 为 gi Ags 形状 时 . 
如 果 不 存 在 了- RH pO q REHE —o, 则 显 见 也 不 存在 P29 能 力 
jË oy, 故 由 归纳 假设 可 知 对 任何 p 2 9 都 存在 7 2 p 能 力 迫 pi, 
再 由 引 理 8 BH 3H q 力 迫 ys. TRAN qg AA pa. 从 而 由 引 理 $5 知 q 
H p. 

(2.2.4) 设 对 于 VT) 及 每 一 组 见证 e, 都 已 有 关于 VE) 的 (b) 
mi, 3 p 为 vev(z) 形状 时 ， 如 果 不 存在 T- 条 件 p28 EAI 
ap, 则 易 见 也 不 存在 p 2 q 能 力 迫 任何 一 个 le), Hi (2.2.3) 可 
p q 能 力 追 每 个 d(C). BERERE G(Vzp(z)). 如 果 甲 走出 了 任 
何 包括 q 的 T- 条 忻 ， 则 乙 可 以 追 使 最 后 造 出 的 模型 At (p) 中 每 
一 元 素 都 被 一 见证 所 指称 ( 见 引 理 7 后 面 的 注 ), FFA (H b) F E Si 
理 5) EBT 色相 都 在 At(p) 中 成 立 ， 从 而 易 见 有 AT (p) F wp. 所 
以 9 Fis p. 

(2.3) 现在 证 条 件 的 充分 性 . 

设 不 存在 7- 条件 pO q EAB 9. MRAM pl, Bt 
## v 2 p 能力 迫 o, 从 而 由 (b) ATE r D p REJA ye. 再 由 引 
理 8 即 知 Y iB ~~. (E) 

引 理 10 设 卫 为 可 数 语言 上 上 的 w 理论 ， 则 “所 造 的 模型 
AG A F T” 这 一 性 质 是 可 力 迫 的 . 

GEAR (1) HERR TOP — iB 4) Vee (2) (ó PIMA). 

(1.1) 现在 证 明 ， 对 和 任 一 组 见证 z, ve) 都 是 可 力 迫 的 . 
EHA Gol) 中 ， 设 甲 走 出 了 T- 条件 po BATE yE, 
HAT Upo 和 和谐 可 知 荆 Upo U (ey 有 一 模型 B. 把 6(e) 表示 为 
析 取 标准 形 V ( A S) RAE ERE BE A fu 任意 


gicm 


Ba — PRO i FES g = po U {bin Fin}, WD Ñ q A T- 3 
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忻 ， 所 以 乙 可 以 走出 pi = q. 由 此 及 引 理 6 BMA ATH) F q, 从 
TO 4 的 到 法 可 知 ATD) (a). 

(1.2) 白 (1.1) 及 引 理 7 和 引 理 4 可 知 乙 又 可 (BRB) 
迫使 AT(p) F Vz (Z). 

(2) H C WRT BR. 再 由 (1) 及 引 理 4 即 可 得 引 理 的 结 
jË. { 证 毕 ) 

GE: WFC LN Yo BUT, ABBR, (ET aR.) 

BUR 1 Bq WOT $£, lei, en) A ECW) 上 一 个 
AA, yen 为 一 组 不 出 现 于 & 及 站 中 的 互 异 见证 . 如 果 9 力 
38 (e1,---,¢n), MI q BA Yro apen Za). 

证 明 ig Hib Wei,… Ca). 

(1) 任 取 一 组 见证 而 … da (AS: la] F). 现在 证 明 q Fi (di, 
eedah 

ERT- Bip D> gq. 再 任 取 一 组 不 出 现 于 2 Hyld, rdn 中 
W E A iE ciach HT ci, ea Bed 各 是 一 组 不 出 现 
Tq Ben Za) 中 的 互 异 见证 并 且 由 题 设 知 g Hi le e, 
ca), WH T- 条 件 定义 及 力 近 过 程 易 见 q HE Iw v[c),---, ch). 

A r= pU {d = duch = dah, Ho, C RERA r A 
T- 条件， 并 且 由 ”了 4 AEREA r 能 力 迫 (cl. l. Ch), BLH r 
的 定义 即 知 7 EE ylh, dah 

由 以 上 及 引 理 8 邵 知 9 Fria pidh, nda). 

(2) H (1) 及 引 理 7? EAG b, 即 不 难 证 明 本 引 理 的 结论 ， 
(可 参看 引 理 9 证 明 中 (2.2.4))， 【证 毕 ) 

引 理 12 设 p 为 一 了- 条件 ，y ACW) 上 一 个 于 语句. 
车 了 UpU {yw} MB, WHE T- ql p RR gt ç. 

TEA Rp 22 zem (w(K) 中 无 量词 ). 任 取 一 组 不 在 p 及 w 
中 出 现 的 互 异 见证 5, 则 由 舌 设 可 知人 了 UpU {由 (5)} 和 谐 , 任 取 其 一 
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rr a wama yawa. ne mn otc 


模型 B. 把 w(t) 表示 为 析 取 标准 形 V ( A 6) 则 对 某 个 
1<igm Ljiga 
i 有 BE A Oy FES 


1g3Sm, 


gq = pu CAE trta Bin, }, 


MI BF Tu q. MAg T- RH. BA q D p HB grel) 及 
qh op. (WEË) 

定理 11 hp 为 -- T- 条件， WZ) A COW) 上 一 个 无 量 
As. ME p Aik vap), W TU p F Vue). (R2, HA 
TUpt Vew@), NBA p Hill Veu(S), 但 此 事 以 下 无 用 . ) 

证 明 性 取 一 组 不 出 现 于 p 及 PRR é. 现在 证 
TUpF plil ARES TuUpt YET). 

假若 

Tupk we). (1) 

WY Tupu {-6(2)} AE, Am EH 3) SE 12 知 存在 T- 2 q Ə p 能 
fF qt pla kp, FER Gwe) rh, BREW po = q, 则 由 引 
H, 有 At) Fg, 从 而 At E ayi), 之 不 能 胜 此 博 奕 . 这 说 明 ， 
35 (1) 式 成 立 ， 则 p RH ve), 从 而 易 见 了 不 力 迫 Vey), 与 题 
WF fs. { 证 毕 ) 


64 各 种 存在 封闭 群 的 存在 性 


定理 12 设 工 为 语言 上 上 的 理论 . 则 下 列 二 条 件 等 价 : 
(a) 4 是 工 的 存在 封闭 模型 (简称 ec. 模型 )、 
(b) AAT HRM, RBM £ 上 每 一 31 公式 oz) 都 有 


Ak vz(\ Res,(8) + p(T). 


GE: T tec. 模型 与 ec. 群 的 定义 类 似 ， 在 此 略 去 . ) 
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证 明 (1) Hi (a) 证 (9). - 

ARC EJ A ee) RAP REBA GWA AH A Resta). 
现在 证 AE (a). 

由 定理 1 知 存在 T 的 模型 B D A 能 使 B E pma WEAN 
T ff ec, 模型 即 知 À F pla). 

(2) 由 (b) UE (a). 

ER £ E 3, 公式 gz) K APERA SAT 的 模型 
B > A 能 使 BE pla) 则 出 定理 1 知 A E A Res (a), EH (b) 即 
得 AF e(a). FART ec. 模型 . 【证 毕 ) 

EE: Hi Res, HELSA, KEMPI (b) 又 可 等 价 地 改 述 
为 : AAT NRE, HAM LEHI AA pl) 及 4 中 任 一 组 
Ta, HA AP yah MTE LEY 公式 o(F) 能 使 4F e(a) 
并 且 


TH Vz(—o (Z) > —oe(2)). 

Hit RT ABR C LAY Bie. 则 “所 造 的 模型 ABT 
的 ec. 模型 ”这 一 性 质 是 可 力 迫 的 . QE: 对 于 V 理论 工 上述 结 
论 也 成 立 ， (ALA FH.) 

证 明 (1) Roe) AChLA-V 公式 ，5 354 — H F W. 
证 ， 我 们 证 明 下 列 性 质 P 是 可 力 迫 的 ， P: # ATE fe), WHA 
LEM A 公式 (FE) 能 使 


T F Vz(ob(z) — p(T) 


并 且 ATE 2 (8). 

RRA GP) EMT T- 条件 po. 记 Apo 为 pl, 可 (其 
H d 列举 了 po 中 三 以 外 的 见证 ), 以 下 分 二 情况 : 

(1.1) # Tu po F pl 此 时 易 见 有 


T+ Vz(3go(z,7) -> pT) 
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因而 由 AT(p) E po( WL S| EE 6) 即 知 P RS ( 视 3gp(zZ,g) 为 vE. 

(1.2) # T Upi F of). WN TU po U fopa 和 谐 ， 故 由 引 
EH 12 MEE T- 条 件 q 2 po HF at met 因而 RAE N 
pi = q, 则 由 At) E p, ( 申 引 理 6) BS PBA, Am P 
HRZ. 

(2) ds} 10, 乙 可 以 迫使 所 造 的 4 E T. 巾 引 理 7, 乙 可 以 
过 使 A+ 的 每 个 元 都 能 申 无 限 多 个 见证 指称 ， 从 而 易 见 At 的 每 
一 有 限 长 元 素 组 5 都 能 由 一 组 互 异 的 见证 5 指称， 再 将 (1) 中 的 
P 与 定理 12 的 注 相 对 照 (注意 该 注 中 的 ~pt) 及 —c(z) 各 等 价 于 
wa 公式 及 a AA), 并 利用 引 理 4 及 定理 12, 即 知 本 推论 成 立 . 
(HE HE) 

定理 13 KE = (zi, Za), p(T} (i = 0,1,2,---) ABR £ 
上 的 一 系列 了 公式 ， 而 ?为 一 工 - RH. UR 

(a) p FA YE e (z). MA 


(b) 存在 L(W) 上 的 无 量词 公式 wz) ME Tu pu [320(2)) 
和 谐 并 且 


TH YZE) > A -wi(z)). 
LS 

( 注 ， 反 之 由 (b) 也 可 得 (a), (IEA F EB.) 

证 阴 (1) 先 还 由 (a) 能 推出 

(c) 存在 不 出 现 于 p 中 的 互 异 见 还 5 及 T- BH 9 lp Hee ¢ 
力 追 每 一 ~p (E) (i = 0,1,2,---). 

BE (c) 不 成 立 ， 任 取 一 组 不 出 璃 于 p 中 的 互 异 见 证 5 = 
tc ,cn)】. 现在 证 : 


p 力 迫 V vil). () 


设 甲 走 出 了 T- 条 件 po D p, ME (c) 不 成 立 可 知 存在 i 使 
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Ee e a e aee a a 


— wa —  -—— -— - -- 


po AFB vpil) WASE 9 RICKI po 扩充 为 一 了- RE pi 
使 p AE es( 本 ,因而 此 后 乙 即 可 追 使 At F vie), AA 
ATE V pile). 


ERRI (1) AR. 再 由 引 理 11 GTR p Fis vz V g (z). 
这 与 (a) 矛盾- 

(2) 再 证 明 由 (c) 可 推出 (b). 

对 于 (c) 中 的 5 及 gq, Aq A ve). 

aA T- SAM Tg Hie, 从 而 TUgUp 和 谐 ， 再 由 如 可 
EMT UpUp) K TUpul3mb(Z)) 和 谐 . 

WH i 出 (c) Me Hid -wi(5)， 后 者 等 价 于 一 Vi 语句 
Vgp: (7, e) (p, 中 无 量词 ). 现在 任 取 一 组 不 出 现 于 9 及 o; 及 中 的 
ERLE d, WHE EA —e, (e) + p (d, e), JA EM q F238 pd). 
再 出 pi;(d,5) 为 无 量词 语句 及 定理 11 aT E T' Uq l Ad 可 从 而 有 
TUgh Vyp.(9,2) A TUgk mye). HEA TE ple) — vile} 及 
TH Vz(0(z) — -i{F)). 

由 以 上 两 段 即 知 (b) 成 立 . (证 毕 ) 

定义 BAC LHR St 现 ( 了 )( 其 中 互 为 一 组 互 异 的 自 
由 变 元 (z1,… ,zn)) 称 为 一 个 所 集 . 车 的 模型 4 中 有 一 1 元 
组 元 能 适合 D(z), 称 D(z) 能 被 À 实现 . BMH Oz) 被 4 4& BR. 

定义 EIT 为 上 一 个 并 集 ， (E) ALE J 3 公式 ， 
TT 为 £ EMM. € Toim) 和 谐 并 且 对 每 一 e(z) E da) 
都 有 

T F Yr(¥(E) 一 P(E)) 
Boxe, WRK yT) 为 OF) 的 一 个 RH. 

以 下 在 讨论 群 时 ， 仍 设 忆 及 了 如 引 理 1 之 前 所 述 . 

定理 14 R(T) (j =0,1,2, ST MER nA) HARK 
eV 集 ， 则 存在 ec 群 能 省 赂 所 有 的 @$;(m). 


工 


证 明 (1) UE, HRT j 都 不 存在 COW) 上 的 i 公式 
P(T) REE: PU 3 人 )} 和 谐 并 且 对 每 个 oT) E 更 (五 ) 都 有 


T H YEYE) + of). 


假 车 存在 这 样 的 {到}, 则 其 形状 为 Spy. T). (o 中 无 昌 词 》 设 
其 中 出 现 的 W 中 常量 为 Got: Cm PJ eR) 可 记 为 pepe e 
Ca Z). WES wilt) 为 3pZp(g,z.g) (Z = (z1 Za) M yE) 
Ac 二 的 公式 ， 并 有 由 et) SEB: TOU 439246 (E) 和 和 谐 并 
县 对 每 个 plt) ebla) 都 有 (注意 T WL 上 的 公式 ) 


T F Vz (z) — yE) 


这 表明 wi(F) 是 $; (z) 的 支撑 ， 与 题 设 矛 盾 . 

(2) 对 每 个 EDD 中 请 会 式 oS) 的 否定 着 作 定 理 13 中 
的 诸 o; (z). 则 由 (1) RREBR A: BRUT AI S(T) 被 省 略 ”. 

(3) 由 (2) 及 定理 12 的 推论 及 引 理 4 即 知 本 定理 的 结论 成 立 . 
(WES) 

定理 15(Macintyre) 设 开 为 一 有 限 生 成 的 群 ,其 字 问 题 递归 
不 可 解 ， 则 存在 一 ec. B G f H ARERR A G dh. 

证 阴 取石 的 一 组 (有 限 个 ) 生成 元 天 令 


P(T) = [PE] pF) 为 一 等 式 或 不 等 式 ， 并 县 百 F phh 


以 下 证 明 PEGA Y- R) 无 有 支撑 , 从 而 由 定理 14 知 存 在 一 ec. 
BG 能 省 略 OCT), 请 由 bT) ELR E RERA G F. 

假设 HT) 有 一 支撑 YZ). 

(1) EM, OL 上任 一 等 式 p(B) oT) € OF) MAR 
TF YE(Y(E) + o(2)). 

(1.1) 由 支撑 的 定义 可 知 ， 荐 p € @(m), 则 


TH Vz(0(2) 一 p(T} 
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(1.2) 车 某 等 式 pE) £ OZ). We (z) 定义 知 p(B) € E), 
再 仿 (1.1) 有 T F vz) > lT) 从 而 易 见 (注意 由 支撑 定义 
知 T u {35y(E)} 和 谐 ) 


Ty Vz(9(2) + ol). 


(2) 由 (1) 可 知 : 在 日 中 成 立 的 等 式 oh) 所 成 之 集 为 递归 可 
校 举 - 

(3) È (1) 可 证 ， 对 上任 一 等 式 pl): oT) ¢ 6(z) 当 且 只 
4 T H YET) 一 —e[(z)). 从 而 可 知 在 日 中 不 成 立 的 等 式 p(B) 
所 成 的 集 也 为 递归 可 枚 举 、 再 由 (2) 即 易 见 H 的 字 问 题 为 递归 可 
解 ， 这 与 题 设 矛盾 . (aE HE) 

定理 16 HH; (i =0,1,2,…) 是 可 数 多 个 群 ， 都 能 由 n 个 生 
成 元 生成 (n 不 随 i 而 变 ), 并 且 其 字 问 题 都 递归 不 可 解 ， 则 存在 一 
ec. BEG 使 每 个 Hi BARRERA G rh. 

证 法 与 定理 15 者 类 似 ， 上 略 去 . 

定理 17 设 吉 为 一 有 限 生成 的 群 。 则 二 的 字 问 题 递归 可 解 
当 且 只 当日 8 ADB ec. 群 中 . 

iE HERO 及 定理 15 BH WL. 

定理 18 ”对 每 一 递归 可 枚 举 的 Turing 度 d, 都 存在 一 个 有 限 
给 出 的 群 G, 其 字 间 题 的 不 可 解 度 为 d. 

证 明 可 参看 [8]. 

定理 19 对 每 个 可 数 的 仿 序 集 正 , 都 存在 一 集 递 归 可 枚 举 度 ， 
这 些 度 按 Turing 妇 约 性 所 梅 成 的 偏 序 集 与 E A. 

证 明 可 参看 专著 图 8 4 的 推论 3 者 . 

定理 20 存在 自然 数 集 w 的 2” 个 无 限 子 集 Xs (e < 2%) 能 
使 ， 对 任 二 不 同 的 足 码 a1, oa, BR Xo \ Xo, 都 不 空 . 

证 明 可 参看 专著 [10jp.48 定理 1,3 者 ， 

王 面 是 本 章 的 主要 定理 .其 中 C 仍 为 { -1 二. 
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ERA FE 2“( 连 续 统 的 基数 ) 个 可 数 的 存在 封闭 群 Ga 
(e < X) ae: XH U SID A alaz， 都 存在 一 £ 上 的 ds 
语句 Cayo: 能 使 Gay F Para: 而 Ga, F Paras: 

WER (1) 设 互 为 一 图 可 数 无 限 多 生成 元 生成 的 自由 格 ， 由 定 
理 19 知 看 在 一 集 递 归 可 枚 举 的 不 可 解 度 ， 这 些 度 按 Turing HH 
ZJ B te PF 38 Ik, 3 TL 同 构 的 格 . 在 一 任意 取 定 的 同 构 对 应 下 ， 令 d; 
(< u) 为 与 1 的 诸 生成 元 对 应 的 度 ， 并 对 每 个 1i< o, > Ai 为 一 
个 字 问 题 不 可 解 度 为 d, 的 有 限 给 出 的 群 (由 定理 18 知 H, FE 

We w 的 2* DERTTE X. (a < 22) IA: 车 o, Z az, W 
Xa VX. , DE. (HEM 20 知 这 些 X. 存在. ) 对 每 一 a < 22, > 
Ka 为 诸 Hi (i€ Xa) BHA. 

WH a < w, A T, = T U diag(K,), 以 下 要 用 Ta- HÈ 
法 构造 一 个 e.c. 群 G. 2 Ka 我 们 断言 ， 性 质 ，“ 对 每 一 自然 数 
jE Xe H; 都 不 能 民 入 Ga 中 ”是 可 为 迫 的 . 

(2) TEAL PA. 

ui EX. SHAH, 的 一 组 生成 元 ， 令 


SiT) = (pT) | op) 为 等 式 或 不 等 式 ， 并 且 HF o(h)). 


我 们 证 明 GE) 没有 支撑 ， 从 而 由 定理 13 即 知性 质 “CE RAR 
是 哥 力 追 的 . 

假若 OE) 有 一 支 拓 YF), M Ta U [320(2)) 和 谐 并 且 

(a) 了 + YZE) 一 A BF). 
WG) 是 T, 的 语言 上 的 公式 ， 其 中 可 以 出 现 有 限 多 个 指称 K. 中 
元 素 的 新 常量 ， 现 在 把 K. 改写 为 Ki x KI, 使 K, BART Hi 
G € Xa] 的 直 和 并 且 %(z) 中 新 常量 所 指称 的 元 素 都 在 Ks H. 现 
在 证 明 

(b) TU diag(K1) + YE(% 人 (5) + 人 更加)， 
这 是 因为 ， 否 则 将 存在 Tudiag(K2) 的 模型 A, 它 含有 一 组 元 巨 使 
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A F (a) 并 且 对 某 个 pl) € OF) 有 AE -pla 考虑 群 A x KX, 
易 见 Ka CAXK!, JA Ax KEE Ta. XA (z) 发 opl) 都 是 了 
BAM AAA KE 的 子 群 ， 故 由 以 上 有 Ax KZ F (a) Anpa 
£ RIX (a) 矛盾 ， 所 以 (b) 成 立 ， 

设 Ki = Ha Kox Hi, (sl; te € Xa) 如 果 我 们 会 解 Hi 
RA, RR Hi 的 字 问 题 ， 则 易 见 也 就 会 解 KE 的 字 问 题 . 从 
而 下 由 (b) 及 OC) 的 定义 可 知 也 就 会 解 H; 的 字 问 题 (其 理由 可 
参看 定理 15 的 证 法 )， 再 根据 Church 论题 及 诸 H. 的 取 法 ， 就 可 
其 应 有 

dj < di, Vd Vv: V d 


IH j #@ X. 及 开 为 自由 格 又 知 


ier 


dj É di Yda Vio V di. 
这 就 得 到 矛盾 ， 所 以 Oz) RAM. 

(3) 对 每 个 a < 22, 由 (2) 及 Te- 力 近 法 诸 性 质 及 引 理 4 Bh 
NL 存在 一 个 可 数 的 cc. 烙 Go, CHS To( 从 而 Ka BI A rh, 
再 由 K, EME Me Hi Z ¿< X, BITIRA Ga dh), 并 且 对 
每 个 j ¢ Xo, 相应 的 OF) 被 Ga AM (由 OZ) 定义 可 知 这 就 是 说 
H, 不 能 嵌入 Ga 中 ). 

(4) Æ o, Z ay (01,02 < 2”), ÆR i E Xe, \ Xaa 则 由 {3} 可 
an H. 能 嵌入 Goa, 而 不 能 嵌入 Goa P. 再 由 定理 9 的 推论 即 知 : 存 
É £={,7',1} 上 的 Js 语句 on, 能 使 Go, F cu, 而 Gay Foon, 
Ron, 作为 Pac, 即 可 . (WEHE) 

关于 ec， 群 ， 用 模型 论 方 法 还 可 证 明 不 少 进一步 的 结果 ， 举 
例如 下 (证明 上 略 去 }: 

定理 B 存在 2“ 个 互 不 向 构 的 可 数 的 存在 封闭 群 G. (a < 
2°) 适合 : 
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(a) 这 些 Go 都 初等 等 价 . (HH. 它们 所 适合 的 三 = 人 二 
上 的 1 阶 语句 完全 相同 . ) 

(b) 若 五 为 一 有 限 生 成 的 群 且 能 同 构 嵌 入 两 个 Go, Gu, (oa Z 
a) 中 ， 则 五 的 字 癌 题 递归 可 解 . 

HERA A, [3] 中 定理 4.1.6 者 . 

定理 C 存在 2* 个 可 数 的 存在 封闭 的 2 KEFR Ga (a < 
2°) 适合 : 若 aa Z ox, 则 Go, 不 能 则 构 嵌入 Go, P. 

(GE: 2 ARF G 的 一 种 定义 有 是， 对 任何 abe G, 其 换 位 
元 [a, 都 被 包含 在 G 的 中 心 内 .) 

证 明 见 [3] 中 定理 4.4.5 者 . 

EED 只 存在 1 个 周期 的 ( 即 ， 元 素 周 期 都 有 限 的 ) 可 数 的 
存在 封闭 2 KER. 

证 明 见 [3] 中 定理 44.6 者 . 
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“EP eet ey AME een AA a= 


第 8 章 


关于 Mordell—Lang 猜想 


在 代数 几何 中 ， S. Lang BT 1965 年 以 来 多 次 提出 猜想 ， 以 
HEP L. J. Mordell 在 1922 年 提出 的 猜想 “ 亏 数 > 2 的 有 旦 代数 昌 
线 上 有 理 点 个 数 有 限 ” 及 其 他 有 关 猜 想 . Lang 猜想 的 一 种 形式 是 
i: “EK 为 一 特征 数 站 的 域 ，5S 是 玉 土 的 一 个 半 Abel i, X 
是 S 的 一 个 闭 子 钥 ， 设 T 是 5 的 一 个 有 限 秩 的 子 群 ( 即 ， 张 量 积 
TOQ CARRE Q 上 维 数 有 限 ). KN, FES 的 有 限 个 代数 子 
群 的 陪 集 Bi Bm RAE XAT CBU --UB,.” AR, 又 有 人 对 
特征 数 p > 0 的 情况 研究 类 似 的 问题 ， 通 称 Mordell-Lang 猜想 . 

{ 它 的 一 种 关于 函数 域 F 的 一 般 形式 见 以 下 定理 日 及 其 推论 .】) 

WK 为 数 域 的 情况 ， 这 一 猜想 已 被 G. Faltings SATE. 
对 于 函数 域 的 情况 ， 在 下 述 文献 [1] 的 工作 之 和 前， 大 人 和 们 只 解决 了 一 
部 分 情况 ， 并 且 所 用 的 方法 各 不 相同 ， 在 1996 年 发 表 的 [1] 中， 
E. Hrushovski 在 模型 论 中 稳定 性 理论 已 有 成 果 的 基础 上 ， 结 合 模 
型 论 方法 与 代数 几何 方法 , 对 K 为 函数 域 的 情况 (特征 数 任意 ) 给 
出 了 一 个 完整 而 统一 的 证 明 ， 这 一 结果 受到 有 关 专 家 们 的 广泛 注 
音 . 

由 于 Hrushovski 的 证 明 用 到 了 模型 论 中 不 少 概念 和 结果 ， 所 
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以 不 能 在 此 详细 介绍 . ATRAER EARE 【实际 
只 是 石 述 建立 在 众多 概念 及 预备 结果 基础 上 的 最 后 几 步 论证 ) 从 
中 可 以 大 致 看 出 其 证 明和 途径 与 一 般 的 代数 几何 方法 不 同 . 


81 Hrushovski 定理 简介 


Ek AARE, K 为 天 的 一 个 扩 域 ， 
CI p a k WHER, + 


go | SE Q. (5 p= 0 时 
° {Z Qin sp ER} (4 p>0 时 ) 


#K— BE T Ap- ARER, WETS EA Q,- BAA 
限 生成 的 . 

称 一 个 Abel BA—-TRAMM (torus) 的 扩张 为 半 Abel R. 

在 上 述 记 号 下 ， Hrushovski 的 主要 结果 是 : 

SHH RSE-TEME K LW Abel MH, X # S BU 
—F 3. RIES 的 一 个 p- 有 限 生成 的 子 群 ， 并 设 X nr E 
X 中 是 Zariski 称 密 的 ， 此 时 ， 存 在 一 个 定义 在 有 上 的 半 Abel 8 
So, 及 So WAELE k EWF Xo 以 及 由 S 的 一 个 群 子 驴 到 
So 中 的 一 个 有 理 同 态 A, 能 使 元 成 为 h'l( Xo) 的 一 个 迁移 { 即 成 
为 AHX) + < 形状) 

如 果 我 们 把 S IEA PT PUR RX 暂 称 为 特殊 的 ， EH, 
“存在 S MTRT S, DEALE k LRE Abel $% So, É So 
的 一 个 定义 在 k LOTE Xo, 以 及 一 个 有 理 同 态 疡 : Sı — So 能 
EX RAAT Xo) 的 一 个 迁移 ”. 则 由 定理 H 可 得 下 列 的 

推论 DS ERT MERA. IN, 对 于 5 的 任何 子 艇 Z. 
ZAT 都 能 被 包括 在 5 的 有 限 个 特殊 子 艇 的 并 集 之 中 . 
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证 明 只 需 把 定理 HERF ZOT 的 Zariski 闭 包 的 诸 不 可 的 
部 分 上 即 可 . 

为 了 简介 定理 H 的 证 明 大 意 ， 我 们 先 列 出 一 些 引 理 . 关于 这 
些 引 理 的 证 明 及 其 中 所 涉及 概念 的 定义 (有 不 少 是 模型 论 概 念 ), 可 
参看 文献 [12] 及 [31. 

引 理 1 设 G 为 一 Morley ARA RHEE, AA {0} HC 
的 一 个 可 1 阶 定 闵 的 连通 子 群 ， 基 为 G 的 一 个 可 (co)1 阶 定义 的 
重 数 为 1 WR. XE: 

(i) A A (G/A)— 刚性 (rigid) 的 . 

(ú) 不 在 在 G 的 可 工 阶 定义 的 子 群 4 DARE: A'/A 为 无 
限 ， 并 且 对 某 个 极 小 的 Y R SW BS CF A’ C acl(Y, A, C). 

(iii) Stab(X)O A AARE. 
此 时 ， 天 除了 一 个 维 数 较 小 的 子 集 之 外 ， 能 被 包括 在 A 的 单一 个 
陪 集 之 中 ， 

HEBR N. [2] 的 引 理 4.3. 

BIR 2 设 可 换 群 4= Apt As, 其 中 Ay, As HAEHAE 
8 FEE, MEB A, 是 线性 型 的 . 令 X C A 2 al) 上 一 个 完备 
型 的 解 集合 ， 如果 Stab(X) 为 有 限 集 ， 则 X 被 包括 在 A, 的 一 个 
陪 集中 . 

HERR W, [1] 的 引 理 4.15. 

在 下 列 的 引 理 3 至 引 理 5 REMIT, K REAM PAR: 
对 于 特征 数 p > 0, K 为 一 可 分 闭 域 ， 具 有 一 个 琶 定 的 有 限 p 基 
R 3EH K 是 饱和 的 ;大 = nD ,KPF (PA k RRR). 对 于 特 
EE p= 0, K 为 一 微分 闭 域 ， 并 且 K 是 饱和 的 : 天 为 天 的 常数 
iÈ {z € K | Dz = 0) ( 易 知 为 代数 闭 域 ). 

引 理 3 i X A Zariski RA, JM: 或 者 X 为 局 部 模 度 
(modular) 和 的， 或 者 X PERF k. 

HERA [1] 的 引 理 5.4. 
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引 理 4 设 台 为 一 个 定 尽 在 下 LAE Abel gk, AAG 的 一 
个 半 极 小 的 可 1 MEITE, CE G 中 为 Zariski WE. 此 时 ， 
或 者 AA MARR, BAFE- TELE k LYRE H 及 
一 个 1-1 到 上 的 有 理 同 访 映 射 严 : G H REE hA) = H(k). 

证 明 见 [1] 的 引 理 5.6. 

引 理 5 设 C 为 一 个 定义 在 五 土 的 半 Abek, AAG H— 
A # ERs (pluriminimal) 的 可 1 阶 定义 的 子 群 . 则 4 为 GA) 
刚性 的 ， 

HE BA DL [1] 的 引 理 5.7. 

定理 1 设 玉 是 如 上 所 述 的 饱和 域 , 设 3 E — T EX f K 上 
的 半 Abel $, X Æ SAITE. WT E S 的 一 个 可 co 1 M 
定义 的 子 群 ， 其 维 数 有 限 ， 并 设 nr # X 中 为 Zariski HH. 此 
时 ， 存 在 一 个 定义 在 k 上 的 半 Abel $ So, 及 So 的 一 个 定义 在 天 
LMF Xo, 以 及 由 S HTS RS S, 中 的 一 个 有 理 同 态 映 
射 h, HEA X 成 为 h l(X) 的 一 个 迁移 . 

ERKE 我 们 不 妨 设 X 的 稳定 子 为 有 限 集 {否则 可 通过 作 
BRAM EH EES). 令 4 为 了 的 极 大 半 和 多 重 极 小 连通 子 群 . 
此 时 ， 引 理 1 的 (ü) 成 立 ， 又 由 引 理 5 知 ， 引 理 1 的 (i) 也 成 立 ， 

由 题 设 ， X nT É 关中 为 Zariski 稠密 ， 现 在 取 一 个 可 1 阶 
IS Y OX HY # X PA Zariski ME, HAY 有 最 小 可 
能 的 维 数 和 重 数 . 由 于 X 不 可 约 , 每 当 丫 被 表 为 一 个 有 限 并 UY 
时 ,其 中 必 有 一 北 Æ X pA Zariski WR. HLL Y 的 重 数 为 1. 5 
外 , EY 是 YY 的 一 个 维 数 相 同 的 子 集 ， M Y 也 是 在 X 中 Zariski 
MEH, HAHAE YY 不 能 在 X 中 Zariski HR. 

WR 4 中 一 元 ma 对 的 迁移 能 够 在 下 述 意义 下 司 了 BE, 
Al: dim(Y n (Y + a)) = dim(Y ), I| Y n(Y + a) 的 Zariski 闭 包 必 
AX. 从 而 ， 由 于 Xr (X +a) 为 Zariski $ [f AWE Y ri (Y + a), 
此 元 a 使 集合 X 稳定 Hna, Y 在 维 数 意义 下 的 稳定 子 被 
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Bi X WK SS S Fie fz, Huk E 

由 上 可 知 ， 引 理 1 的 (ii) 对 了 成立. 

故 由 引 理 1 可 知 ， 了 有 一 个 维 数 相同 的 子 集 Y' 能 被 包括 在 
4 的 单一 个 陪 集 A+ c 中 ， 特 知 (A+) OX E X DH Zariski #8 
E. 

现在 , XR X —c BR, HETH 4 替换 来 继续 讨论 . 

把 4 HARTI TH A; 的 和 ， 其 中 每 个 A; BAERS 
H. $ B 为 一 切 菲 局 部 模 度 的 A 之 和 ，C 为 其 他 诺 A; 之 和 . IE 
车 Ai, A, (i Z i) SAFER AREY, MASA 3 知 它们 都 不 正 
交 于 k 因而 外 此 也 不 正 交 ， 这 与 AL, AL, MERE. Hi B 
只 由 1 个 A, 组 成 ， 因 而 B 为 举 极 小 的 ， 再 由 引 理 2 可 知 ，Y 被 
包括 在 B 的 单一 个 陪 集 中 . 经 过 迁移 , 不 妨 设 了 被 包括 在 P rh. 

$ G 2 B W Zariski W, U G R S 的 一 个 群 子 艇 并且 
X C G(X AY 的 Zariski 闭 包 ). 由 引 理 4 可 知 , 存在 一 个 k 上 的 
RAH 50 及 一 个 定义 在 下 上 的 1-1 到 上 的 有 理 同 态 h: G — So 
能 使 ACB) = So(k). 所 以 So 是 半 Abel 的 . 

令 Xo 为 ACY) 的 Zariski 闭 包 ， 由 于 RY) C h(B), Xo 是 在 下 
上 可 定义 的 . 

显然 A(X) 包括 X. RAPA E 1-1 到 上 的 ， 所 以 天 = 
h-1(Xo). (iE) 

由 定理 1 青 经 过 一 些 讨论 , 可 以 对 下 去掉 饱 和 性 条 件 而 得 下 
列 的 定理 2, 但 其 中 以 K w K 的 一 个 筷 和 初等 扩 域 ，。 

定理 2 设 天 及 大 为 如 下 的 域 ， 对 于 特征 数 p > 0, K 为 一 可 
分 闭 域 , 具有 一 个 取 定 的 有 限 p EE, IF k = maEP ,对 于 特征 
# p= 0, K 为 一 微分 闭 域 , M k — (z € KIDz = 0). 设 3 为 一 个 定 
MEK EM Abel $E, X R S 的 一 个 子 篇. 设 PA = 1,2,3,---) 
是 5 的 一 系列 递 降 的 在 K 上 可 工 阶 定义 的 子 群 ， 能 使 n, T. (K) 
在 K* FEMA, 并 且 对 每 个 m FET, 的 一 个 陪 集 Cn 能 使 
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XC, # X PA OOF K* 而 言 )Zariski MR. 此 时 ， 存 在 一 个 定 
XE k LRE Abel $ So, 及 So 的 一 个 定义 在 上 的 子 艇 Xo, 以 
KH S 的 一 个 人 群 子 艇 到 Sy 中 的 一 个 有 理疗 态 映 射 h. 能 使 七 成 为 
ATH Xo) 的 一 个 迁移 ， 

证 明 见 [1] 的 定理 5.9. 

现在 由 定理 2 来 证 明定 理 H. 为 此 ， 再 列 出 一 条 引 理 . 

引 理 6 HS 是 一 个 定义 在 K” LEPE Abel Æ, FUT AS 
的 一 个 p'- 有限 生成 的 子 群 。 此 时 ， 存 在 5 的 一 个 有 限 维 子 群 T* 
能 包括 工 . <- 

证 明 见 [1] 的 引 理 3.1. 

定理 H 的 证 明 大 意 (DA 5,XX,k,T MER. We i 
一 个 有 限 上 生成 的 扩 域 L, 使 得 S X 及 工 的 一 组 mr- 生成 元 能 在 工 
LEN. (注意 由 工 为 p- 有 眼 生 成 可 知 工 存在 . ) 

(ID 现在 给 出 适合 定理 2 题 设 的 K. 

(2.1) 4 k 的 特征 数 p > 0 时 , 易 见 [L : L?] 有 限 并 且 n. L" = 
k. XF LETSA K 而 言 ， 也 有 同样 的 性 质 成 立 ， 所以， 此 种 
K 就 能 适合 定理 2 的 题 设 . 

(2.2) 当天 的 特征 数 p 二 0 时， 对 天 赋予 一 个 下 上 的 微分 结 
H, Ek RAKAM. FEK 为 也 的 一 个 微分 闭 包 ， 册 此 种 K 
就 适合 定理 2 的 题 设 . 

(HD 为 了 适合 定理 2 的 题 设 ， 以 下 再 用 S 的 某 种 可 1 阶 定义 
A RARE T. 

(3.1) 4 p > 0 WJ. $ D, = p*S(K). H [18 2 TaN. 为 
ARE Meh n 由 工 为 SK) 的 p- 有 限 生 成 子 群 可 知 商 群 
T/D AAR, REARS), PAR TR. 从 而 再 由 
题 设 的 XT ÆT 中 为 Zariski AET M, Tn 至 少 有 一 个 陪 集 C, 
能 使 Xmcn 在 X 中 为 Zariski AB. MARAT, 就 能 适合 定理 
2 的 题 设 . 
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(3.2) 当 = 0 hj. 取 一 个 如 引 理 6 rh tik To 充当 定理 2 中 
的 诸 L. Bay. 

(IV) 由 以 上 可 知 , 定理 2 的 题 设 都 已 成 立 , 从 南 其 结论 成 立 
而 这 也 就 是 定理 是 的 结论 ， (EE) 
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格 值 逻辑 概述 


81 WEZH 


在 名 值 逮 辑 中 ， 命 是 或 谓词 的 真 假 值 可 以 是 一 个 具有 补 运 算 ' 
的 完备 略 L 中 的 元 素 . 在 我 们 所 讨论 的 形式 语言 中 , 出 现 的 逻辑 符 
号 只 限于 命题 连接 词 A,v,” 及 量词 3Y. 在 讨论 赋值 时 ,它们 分 别 
被 解释 为 L 中 的 运算 OU," 及 sup (最 小 上 界 ), inf( 最 大 下 界 } 对 
FLP PRIA, 我 们 一 般 只 要 求 它 适 合 O' =I RI =O (0,1 
分 别 是 工 的 最 小 元 ， 最 大 元 ) 这 比 一 般 的 可 补 格 条 件 要 宽 ， 有 时 
EER L 附加 一 些 条 件 ， 将 随 所 讨论 的 问题 而 提出 . 

我 们 称 这 样 的 逆 辑 为 格 值 孝 辑 ， 它 是 通常 2 APBN, 
具有 很 大 的 概括 性 ， 现 在 举例 如 下 : 

B 1( 有 限 布 尔 值 逻辑 ). 通常 的 2 ER, RARER {ft} 
可 以 看 作 2 元 布尔 代数 . RRS HARKER. 一 般 ， 对 
于 任 一 有 限 布尔 代数 B. 设 其 元 数 为 2, 都 可 有 一 种 相应 的 B 值 
逻辑 ， 它 是 一 种 有 2" CARI S E. 现在 以 = 3 为 例 说 明 如 
T: 

ides 是 某 一 形式 语言 的 3 个 模型 . WTC 上 的 任 
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一 语句 o, 一般 说 来 ， 它 相对 于 Ui Uas 可 能 有 下 列 8 种 真 假 情 
wi: 

G) ç É Ui, UnU 中 都 真 ， 这 时 ， 我 们 简称 “sp HARMAN 
111™. 


(Gi) p Æ zz PATE Us HR. 这 时 简称 2 的 真 假 值 为 
110. 


(viii) e Eh, Uz Ua PAR. 这 时 简称 y 的 真 假 值 为 000. 

H % 的 真 假 值 ， 可 以 决定 -pE 2) 的 真 假 值 . 例如 当 2 值 为 
101 时 ， ~p 的 值 为 010, 我 们 记 作 (101y = 010. MRE AHH 
we Me”. 

由 两 个 语句 91, pa 的 真 假 值 ， BT BARE oí A v2 (pl B ve) 及 
pi V vale. 或 p) WARE INS pry: 的 值 各 为 110 及 011 
RY, gr Aye 的 值 为 010, 我 们 记 作 1103011 = 010, vi V ps 的 值 为 
111, 记 作 1100 011 — 111. HECHE ENEA “O” 及 “u”. 

易 见 ， 真 假 值 集 {111,110,… ,001,000} 对 于 上 述 三 运算 构成 
8(= 23) 元 布尔 代数 Bs. 

RMR, BTCA 2 (ST 3 
1189 ES Ri. TUERA 【侧重 形式 推演 )， 
岂可 以 作 语 义 的 研究 {重重 模型 论 ). 

例 28 RES). MEARE PRR B, 也 
NRA 1 考虑 BARR. Wing 2 B S e h, SANARE 
论 的 布尔 值 模型 来 研究 集合 论 命题 的 和 谐 性 及 独立 性 问题 ， 它 是 
著名 的 力 连 方法 的 一 种 表现 形式 . 因 上 比较 专门 ， 不 在 此 介绍 ,读者 
可 以 参看 公理 集合 论 的 专 书 . 

8 SCA MARR). 除了 布尔 代数 之 外 , 对 于 任 一 具有 
着 运算 ”的 有 限 格 L, 都 可 以 依 黑 例 1 考虑 工 83255. i, J. 
Lukasiewicz 及 B. Rosser 等 人 研究 过 以 如 下 的 格 L 的 元 素 为 真 要 
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añ b= mn(a,b); au b= max(a,b); a’ =m+1—a. 


又 如 , 我 们 在 下 节 将 详细 讨论 一 种 关于 若干 人 的 知识 状态 的 逻辑 ， 
它 也 是 一 种 有 限 非 布尔 值 逻 辑 . 

例 4 无限 非 布尔 值 逻辑 ). 除了 布尔 代数 之 外 ， 对 于 任 一 其 
有 和 补 运算 的 无 限 完备 格 L, 也 都 可 仿照 例 1 考虑 以 工 ARR 
辑 . 例如 ,在 模糊 数学 ， 概 率 论 以 及 量子 力学 等 研究 中 ， 都 有 这 种 
类 型 的 逻辑 出 现 . KTR, 我 们 也 不 在 此 多 谈 ， 因 为 本 书 所 
讨论 的 模型 论 内 容 主要 适用 于 有 限 值 格 的 情况 . 


82 知识 状态 逻辑 


作为 上 一 节 的 补充 , 本 节 专 门 谈 一 种 有 关 知 识 状 态 的 逻辑 ， 从 
其 直观 来 源 看 ， 这 种 逻辑 可 能 会 有 较 多 的 实用 前 景 . 

我 们 以 两 人 知识 状态 为 便 来 说 明 ， 一 般 的 m 人 情况 与 此 类 
A. 

2.1 i, GR. 138 

设 p 为 语言 中 的 一 个 语句 , RA A, B 两 人 (或 两 台 计 算 机 ) 
各 自 根 据 自 己 的 知识 (或 计算 机 存储 的 信息 ) 来 判断 p 在 £ 的 某 一 
模型 UW 上 的 真 假 ， 则 可 能 的 情况 有 下 列 7 种 {看 作 p 的 7 种 “被 知 
fH” ): 

G) A, B 都 知 其 为 真 . 我 们 把 此 种 状态 记 作 11. (这 时 也 可 说 ; 
p 的 被 知 慎 为 11.) 

Gi) A 知 其 为 真 而 B 不 知 其 真 假 ， 记 作 1n. 

Gñ) A FARR ET BB 知 其 为 真 ， 记 作 ni. 

(iv) A, B 都 不 知 其 真 假 . 记 作 nn. 

(VAP MARR B 知 其 为 假 ， 记 作 no. 
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(v) 4 知 其 为 假 而 BB 不 知 其 真 假 ， 记 作 On. 

(w A,B 都 知 其 为 假 ， 记 作 00. 
GE, HTF p 在 允 上 的 真 优 是 确定 的 ， 故 不 可 能 有 10 或 01 两 状 
$) 

对 于 语句 ap, 易 见 其 被 知 值 可 由 p 的 被 知 值 如 下 决定 ， 


p {ll ln ni nn On 00 
-P100 On nü nn ni in 11 


(Alin: Apis in, MAMp B B Rap HAR. Am 4 知 
ap id B 不 知 -p 的 真 假 ， 所 以 此 时 ~p 的 值 为 0n.) 
对 于 语句 phg 及 pv q. 其 被 知 值 可 由 pg 的 被 知 值 如 下 次 
E: 
pAqg {il in ni nn nO On 00 (gq) 

il ll lm nl mn nO On 的 

In ln in wn nn nü On 06 

ni nl nn nl m nð On 00 

nn nn nn nn nn nO Mm 60 

ng nO nO nO nů nO OO QÜ 

Ün On bn On On 00 On 00 

00 00 00 66 0 的 0 


pyq| 11 in nl nmn nọ On 00 (gq) 


不 难看 出 ， 被 知 值 集 {11, ln, nl, nn, n0,0n,00} 对 于 由 上 述 三 
表 所 决定 的 运算 ( 依次 记 为 1m,U) 构成 如 下 芍 格 KE: 
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ana wrinyimianusana Ee i — —— PF Y TS A SA 


É L, 不 是 布尔 代数 . 但 车 只 看 运算 个 及 则 Le 可 看 作 是 由 
上 、 下 两 个 TARRA B.. BAE B, 的 最 小 元 与 B + 
KRATES (H: 等 同 起 来 ) 而 成 的 . 

注意 ， 上述 的 值 表 是 我 们 对 A, B 的 逻辑 能 力 的 一 种 并 不 充分 
KE. pin: 当 4 知道 p 真 时 , 我 们 认为 他 从 而 知道 -p R, tE 
知道 p v q A (不 论 q 如 何 ), 等 等 ， 这 些 已 反映 在 表 中 . 但 是 ， 当 
A 不知? HART, ERLE, ARTINE pv (sp) HAR, BE 
然 4 一 般 是 知道 pV (op) ARAN. (2.2 中 还 有 与 此 相关 的 数学 讨 
论 .) 

虽然 这 种 反映 并 不 充分 , 但 它 也 是 有 实际 意义 的 . 因为 现实 世 
办 的 大 们 , 其 知识 都 是 不 完全 移 . 当 一 个 人 知道 一 些 语句 为 真 时 ， 
他 (在 任何 确定 时 刻 ) 未 必 能 扒 认 由 这 些 语 名 所 能 推出 的 每 一 条 还 
辑 结论 . 

BH, AOA 前 值 表 一 经 确定 之 后 ， 我 们 对 这 种 还 辑 的 数 
学 讨论 就 将 严格 按照 值 表 进行 , 不 再 考虑 其 直观 来 源 . 这 是 数学 讨 
诊所 必需 的 . 总 之 , 数学 讨论 与 其 直观 背景 既 有 联系 又 有 区 别 . 在 
Wit K: 值 过 辑 的 数学 性 质 时 ， 不 要 与 其 直观 米 源 相 混 请 . 

2.2 EH. 

对 于 上 述 的 格 A, 可 以 讨论 K PERN RRS Ra 
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F. 我 们 在 此 只 考虑 命题 演算 , 

对 于 命题 演算 中 任 一 合式 公式 (pi. ,Pm)) ARE P Pin 
的 被 知 值 后 ， 可 以 根据 前 述 的 和 值 表 逐步 算出 o 的 被 知 值 . 如果 无 
论 Pis ,pm HRA, yp HR Son { 即 ， p KE 
能 取 n0,0n,00 为 值 ) 则 称 w“ 恒 不 能 被 知 为 假 ”, 或 简称 o A (K. 
值 的 ) 恒 知 式 . 

这 种 恒 知 式 ， 与 2 值 命题 演算 的 恒 真 式 是 一 臻 的 ， 些 事 的 下 
明 并 不 难 . 由 于 它 对 考虑 谓词 演算 的 类 似 问 题 有 启发 ,现在 附 述 如 
下 ( 见 定 理 1). 

引 理 1 Rp ,pm) 为 命题 演算 中 任 一 合式 公式 . 在 Ke 
ERSP, CER pi ,pm 的 任 一 种 赋值 tn, ,vm 之 下 ; 

(a) $ plv vm) 不 为 ne CBP: 3 nl,nn,no), M: HF 
ttm PE vi 之 为 ny BS (车 有 的 话 ), ERRA Ke 中 的 ly 
或 0y 后 (dA vf), 有 


PUL) 一 playsets Um) 


(b) 车 plv Um) 不 为 zn JE, Wh RF v, Um PE u; 
之 为 ym EA [车 有 的 话 ), EAA Le PR yla yO GA vf}, 
有 


OF Uj Um) = Po] 


证 明 只 证 (a). (b) 的 证 明 完 全 类 似 . 我 们 对 2 的 长 度 作 归 
纳 法 . 


(1) 9 K lN, 显 见 引 理 成 立 . 
QW e < kha E. 当 w 长 为 上 十 1 W: 
(2.1) Æ o A (ap) FER. Be 


Pdi, yn) = (lui, --- UF, om) 


= (pion: rey bi, Vm Y = gv: Vis Um). 
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ere et a e arang A, 


其 中 第 二 个 等 号 是 根据 归纳 假设 . (注意 ， 由 plu, ua) 不 为 
ne 形 及 ovis Um) = (可知 开本 vm) 也 不 
为 ne É.) 
(2.2) # 9 为 忠信 Yo 形状. 由 题 设 知 和 (oem 加 fw 
Um) 不 为 nz JE, WER K. 的 门 运算 表 可 知 不 外 以 下 三 种 情况 ， 
(2.2.1) Pilv stm) Ale BA plt tm) A lw Be. 此 
H, HARRERA 


pL era UE, + Um) = i [ui Vit Um) 


palur, VE Vm} = pal, 9. Um) 


Ane Bry UD U Um) = POU Bee Vim). 
(2.2.2) yilt ,Vm)】 为 Du JE. 此 时 ， 由 归纳 假设 有 


0 


Ë 加 fei ,vm) = rs. 虽然 对 Wz 未 必 能 用 归纳 假设 ， 但 由 于 v: 
与 u; 的 第 二 分 量 相同 , BW palu 01. ,vm) 的 第 二 分 量 也 
B paft ties Um) 的 第 二 分 量 相 同 , BD yalo t Um) 
为 ts É. MWE 


pvp. l. DZ, Um} = outs = OuN ras 


= p(s Uu Um): 


其 中 第 二 个 等 号 由 K: 的 mn 运算 表 易 见 . 

(2.2.3) ya(u Um) 为 ou 形 、 仿 (2.2.2). 

(2.3) Æ e AY, V b, 形状 ”可 仿 {2.2) 证 明 ， 
( 引 理 证 毕 ) 

定理 1 É yp ,pm) 为 一 俞 题 演算 合式 公式 ， 则 下 列 二 
条 件 等 价 : 
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(a) p A Fo Els RIK. 

(b) e 为 2 HERR. 

证 明 (1) EH (a) 证 (b): 假若 (b) 不 成 立 , 则 史 在 2 元 布尔 代数 
B= ft) ERR, My 在 pi,…,Ppm 的 基 种 取 值 vi stm (E 
vi € B) 下 得 值 J. 现在 考虑 由 BB 到 Kz 内 的 映射 o: 


ptt}=11l, = e( f) = 00. 


BE p 保持 运算 n,U K ', HOR BJ EJE 2... AESH, Æ K; 
(eH, p fEpi- Pa 取 值 p(w1),… ,plvm) 时 得 值 00. 此 与 
(a) APB. 
(2) 由 (b) 证 (a): 假若 (a) 不 成 立 ， 则 在 pi,:' ,pm 的 某 种 取 
{A vi- umn (YO v € Ke) FA g(t.) Um) = nO sk 02 或 00， 
(2.1) Æ efet Um) = On. 此 时 ， 把 如,… ,vm PILA nz B 
FMA ARH Ke 中 的 12 或 0z, $ oiov 则 屡 用 引 理 1 可 得 


pilvi 0%) = ei.) = On. 


在 pwp o 的 等 值 过 程 中 若 只 注意 诸 值 的 第 一 分 量 ， 并 与 2 
EMO, BVA o(p Pm) 不 是 2 RERA ES (b) F 
盾 . 

(2.2) 车 ple... am) = nÜ BE 00. HF (2.1). (GEE) 

在 谓词 演算 中 ， 我 们 有 与 定理 IRM Es, MARAEA 
下 ， 其 证 明 留 给 读者 . 

定理 2 LAES, GAC PE-1 BAA). WPS 
二 条 人 忻 等 价 : 

(a) p Æ £ 的 每 一 K; 值 模型 上 的 值 都 > nn. (简称 ， o Ka 
值 恒 知 式 ) 

(b) yp EL 的 每 一 2 值 模型 上 的 值 都 是 七 

GE 格 值 模型 的 定义 见 第 11 章 . 
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53 格 值 逻辑 应 用 举例 


3.1 多 值 逻辑 常 被 用 于 解决 命题 演算 及 谓词 演算 中 的 独立 性 
问题 . 即 用 来 证 明 由 某 些 合式 公式 及 推演 法 则 不 可 能 推出 某 些 合 
KAR WEEER- ARAN SHER, 它们 也 常 能 起 到 这 样 
的 作用 . 现 举 一 例 如 下 : 


定理 3 设 p182;… ps 及 n, ys 为 如 下 的 合式 公式 : 

git p> la> p. (EF X > Y RROX)VY, UFAR.) 

p2: (PYP FP @s: p (p V q)- 

pa: PP. ps: p> nop. 

pe: (p> (q — r) > ((p — q) > (p — (r v ——)))- 

Wr: (“p> —q) + (g > (pv ——p))- 

ga: (Vz)(p— R(z)) — (p > (Vz)(R(z) v a-R(z))).- 

(其 中 五 为 一 1 元 谓词 变 元 ,也 即 1 元 半 系 符号 . ) 

Yi: p> (pAs7p). pa: (op) p. 

Vs: (Vz)(p — R(z)) — (p — (Vz)R(z)). 
则 ,由 wapz……: pa 用 分 离 法 则 , HEP PE (BM: 由 4 推出 (Vo) A, 
其 中 a 为 任 一 个 体 变 元 . ) 及 诸 代 换 法 则 GE: DHE, AK 


个 体 变 元 的 ， 自 由 个 体 变 元 的 及 谓词 变 元 的 代 换 法 则 )] 不 可 能 推演 
出 Vi, Ya vs. 


证 明 由 于 enpr ps É trnto ts 都 是 2 值 恒 真 式 ， 所 
以 ， 用 2 值 送 辑 的 值 表 计算 难以 证 明定 理 的 结论 . 现在 用 一 种 格 
APATAMT: 
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令 工 为 右 图 所 示 的 值 烙 ， 其 补 元 运算 
为 ， I = O, O = I, a! = b, b' = e, e" = a. í > 
E LERET, Hp vs 都 是 恒 了 w li Pe 
A (vs 的 恒 工 性 证 明 见 下 ). 并 且 易 知 分 离 法 >L 
则 ， 推 广 法 则 及 诸 代 换 法 则 都 保持 恒 了 性 . O 
但 加 ,V2, Wa ATERIA (L F). Br bl, ET eB AR BEB 3, vo, -- ,ps 
用 所 说 的 诸 法 则 推出 . 

现在 证 明 中 1, Wo,Ws ASEM TER os HE 工 性 如 下 : 

(1) p hem, y 及 py HHA 


€ U(ate")=bU(atc) =bUO=bšzI, 
fa")! Ua=aUaz=a¥gl. 


所 以 由 及 都 不 是 恒 工 式 . 

(2) 考虑 ws HOT MA: WR D={1,2},4 64D bin 
FREER: p(1) =a, p(2) =e. 

在 ws 中 ， 以 p 作为 中 的 解释 、 并 令 p 了 到 值 a. WW: (Vz){p 一 
R(x) ËJ 4828 


inf{a' U p(l), € U p(2)} = inf (bÚ a,b U el = I, 
m p — (vz) R(z=) 的 值 为 
a’ Vinf{p(1), o(2)} = bU inf {a,c} = bu O = b, 


从 而 加 的 值 为 P'u b = b Z I. 所 以 ws 不 是 恒 了 式 . 

(3) 在 wa 的 任 一 赋值 之 下 : 

(3.1) # O ¢ R(x) HAR, WAL (Vz)(R(z)v -一 有 (2)) 值 为 
了 ,从 而 易 见 wa EAI 

(3.2) # O e R(x) KHER, WI (vz)(R(z) v —R(z)) 值 为 O. 
Ë p 4 a, W| p + (Vz)(R(z) v -nR EA o UO = æ, Ñ 
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(vz)(p 一 Riz)) 的 值 8 = inffe’UO,---} < œ, 从 而 va H 

Ud. 但 由 王 的 图 形 及 补 运算 定 交 可 知 ， 无 论 L PR a, B 如 

H, REE pxo, BA S Ua = L. 所 以 wa 的 值 为 工 
综合 上 述 两 情况 ， 即 知 wa 是 恒 了 式 . {证 毕 ) 

3.2 下 而 给 出 一 个 用 布尔 值 还 辑 处 理 代 数 问题 的 例子 . 

定理 4 设 己 是 一 个 关于 群 的 IMR. (HMDS LA: fe 
AP SERRA a £ 中 的 语 旬 表达 的 性 质 . ) 如 果 对 等 个 有 限 
TRR H 都 存在 两 个 元 数 相同 的 扩 群 Ci 与 Ce EG WAP 
而 Gz 不 适合 P, 则 ， 对 每 个 局 部 有 限 的 无 限 可 换 群 H 及 每 个 基 
Ho > | 五 *|, 都 存在 两 个 基数 为 a HER G7 与 G3 能 使 G1 适合 
P m G3 不 道 合 P. (H| 为 H* 的 基数 , ) 

+ 如 果 一 个 群 G 的 每 个 有 限 子 集 所 生成 的 子 群 都 有 限 ， 则 
称 G 为 局 部 有 限 群 . 

证 明 ”(1) 在 取 一 个 局 部 有 限 的 无 限 可 换 群 H*. (以 下 为 使 记 
号 简单 , 对 于 看 作 模 型 的 群 H 和 它 的 论 域 在 记号 上 不 作 区 分 . 对 
其 他 诸 群 也 如 此 . ) 和 任 取 一 个 基数 a > |H°|. 

令 工 为 如 下 的 4 PARRE, E LEERT 11 
考虑 ， 

ABE L= {p}, 其 中 p 为 一 3 元 关系 符号 . x o 
再 令 = CUtfecs: h 383 At}, 其 中 请 ep 为 个 体 00 
常量 . 

ATA 中 如 下 的 理论 (或 称 分 组 语句 集 ， 其 定义 见 第 11 
章 ): 

T = fp s] U Du Ú {I 


其 中 请 记号 说 明 如 下 . 
D 为 H* HAR, Ep: 对 H* 中 每 一 3 元 组 {a, b,c) (不论 a,b,c 
的 同 异 ), 车 在 H* 中 a-b = c 则 把 placc) MA D rh; WH H* 
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P a-b Z c, WIE -plea ct) RA DP. DD 只 包含 这 些 语句 . 
Dy WER: D 中 语句 都 放 在 T 的 下 标 为 Y 的 组 中 . 

WAN o; É H HI F: 

gi: (Vzu)(3z)o(z,z,2). 

Pa (Yryziza {oe y, 21) A ple, y, 22) — z, = 22). 

ga: (Veyzurusy ua} (plz, y, ui) A plu, 2, ue) Aply, z, v) 

Ap{z, vi, Uz) — ug = us). 

ya: (Vey)(dz)pl, z, y). 

psi (Ve A) pz r, y) 

IH: # £ 中 表达 性 质 P HRH. 

(2) 以 下 将 逐步 证明 ， 人 个 具有 基数 为 a by LAE U. (Li 


模型 的 定义 见 第 11 章 , } 最 后 再 由 1" 得 出 定理 中 所 说 的 群 GT 与 
Gs 

任 取 了 的 一 个 有 限 子 理论 S. SHRED PHRABA, W 
HAY 为 局 部 有 限 群 可 知 ， 奔 在 A 的 有 限 子 群 H, 能 使 SnD 被 
包括 在 H 的 图 象 中 . 

对 于 此 H, 由 定理 题 设 知 存 在 两 个 元 数 相 同 的 扩 群 G, 与 G2 
能 使 Gl 适合 请 而 Gs 不 适合 P. RA HMA n, Gi 与 G; 的 元 
数 为 8 (8 可 为 有 限 或 无 限 }. 

现在 根据 及 Gu,Ga 构 作 一 个 工 值 模型 Us 如 下 ; 

& Us 的 论 域 Ag 一 {1,2,+++,n,n + 1,.... 6). (= 8 JERE 
数 ， 则 4s 由 序数 8 十 1 以 前 的 一 切 非 0 序数 组 成 . ) 令 入 为 由 4s 
的 子 集 {1,2,---} BA ERE 1-1 上 映射， HS ADA RADA 
各 为 由 As 到 Ga 及 Gs 上 的 任 二 1-1 RH. 

在 As 上 定义 一 个 工 值 3 元 关系 7 作为 p 的 解释 ， 其 定义 如 
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F: 对 于 a,b cE As, 令 


1, Æ (a) 和) = Me) Adela) Aal) = dole): 

r{a,b,¢) = 10, # Aya} - M (b) = 和 (5) 而 和 zla)- mae # Azle); 
0l, # Arla) A{b) # Arle) Arla) Aal) = Azle); 

00, # Aila). Alb) Z Ale) Bola): Aa) Z Aale). 


对 于 出 现在 S 中 的 诺 cs, 其 在 Us 中 的 解释 如 下 ， 易 见 在 
{1,2,.…,n} 中 存在 唯一 的 主 能 适合 Mi) = h(€ A), BEA a 作为 
ch 的 解释 . 

zs 的 定义 至 此 完成 . 

(3) 现在 证 明 zs BS HRS. AR S 中 的 语 和 名 z. 

(3.1) # r Ao. 现在 计算 它 在 Us 上 的 人 如 下 .对 任何 abe 
As, Hr 的 定义 易 见 ， 存 在 cl € As BEE r(a,b,ci) = 11 ak 10, 也 
存在 co € As fa +(a,b,cə) = 11 šk 01. 所 以 (3z)o(a,b z) Æ Us 
FEA sup{is,yl,---}=11. 从 而 ， gi 在 Ms HEA 


inf{(32)a{a,, 2)} = inf{11,11,-- VSL 


(3.2) # m A p2,…,p5. n) EAD (3.1) 验证 其 在 Us HEX 11, 
也 可 入 下 而 的 (3.4) 证 明 此 事 . 

(3.3) Hae D. 再 分 两 种 情况 . 

(3.3.1) 4 m 28 plca,ce, ce) BR. HD MERE H* 中 有 
a-b=e MHz € SEH RAPED M a,b,c € 五 所 以 存在 
ijik € (1.2... mn) RE AG) = a, AG) = b, Mk) = c<. 只 而 有 
A(t} AG) = ACR), H AL DA K À O À ZE r 的 定义 可 知 有 
p( j,k) = 11. 又 易 见 cacce 在 Us 中 的 解释 分 别 为 igk, 所 以 
Plea, ty, Ce) 在 zs LEEA r(z.j,k) = 11. 

(3.3.2) Æ w A plea, Coce) BR. HD 的 定义 知 在 五 * 中 有 
a-b Ac. FG (3.3.1) 可 知 plea, cs, ce) FE Us 上 的 值 为 00. ATLA z 
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在 Us 上 值 为 400) = 11. 

(3.4) #7 ATL 现在 证 明 它 在 Us 上 的 值 为 10. 

(3.4.1) 由 于 Ar 是 由 As 到 G, ËJ 1-1 映射 WK B. X#E: 
abe As: “a = b $ Hs 上 信和 为 11” 当 且 只 当 “X (a) = Ab 在 G 
EA (BE G LAH)". GER, ELAR, RRA, 
c=y 只 取 11 或 00 这 两 种 值 . ) 

(3.4.2) Rr We Mae, HHEH a,b,c € As: "rla, b,c) Æ Us 
EEA 11 ak 10° 当 且 只 当 SA (a): Alb) = le) EG LEA t. 

(3.4.3) 再 注意 到 和 是 到 G 上 的 ， 并 且 下 列 由 4 元 布尔 代数 
L #J 2 TARRA B = (t, f} EAR a: 


li=t Wot, OL f, 00 — f. 


是 保持 运算 mL 及 inf, sup WH. 由 此 就 不 难看 出 ， 对 L 中 任何 
语句 o, 都 有 (可 以 对 o 的 长 度 妆 纳 证 明 }:“c Æ LEARY Us LE 
为 11 或 10" 当 且 只 当 “o 在 2 值 模型 G1 LAH tE G 上 为 
RY. 

特别 地 ， 对 于 语 条 I m P. BT G, BAN, MA: H Us 
LA 11 或 10. 

(3.4.4) 考虑 由 As 到 Ga 上 的 1-1 Ne, MAA LPB L 
的 映射 po: 

lt >t Wo f, 00 — f. 


仿照 (3.4.1) 至 (3.4.3) WHER: NÆ Hs 上 信和 为 00 或 10. 
(3.4.5) 联合 (3.4.3) 及 (3.4.4) 的 二 绪论 即 知 :本 在 Ms 上 值 为 
10. 
(3.5) 由 (3.1) 至 (3.4) WA, Us 是 S 的 工 值 模 型 .再 由 5 的 
任意 性 及 关于 工 值 模型 的 紧 致 性 定理 ( 见 第 11 章 ) 即 知 : TRA 
LERA LE H* 无 限 可 知 了 的 模型 都 是 无 限 模型 ， 故 由 工 值 
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模型 的 上 升 LST 定理 { 见 第 11 章 ) 可 知 ， 具有 基数 为 a 的 模型 
(Alo 2 IA] = Gl. 任 取 其 一 记 为 4”. 

(4) 现在 由 U 构 作 5 的 两 个 基数 为 a 的 2 值 模型 G: 与 G; 
如 下 . 

(4.1) 取 的 论 域 A HEA GI 的 论 域 .并 取 U 中 对 诸 cn 的 
解释 作为 Gr 中 对 诸 cn 的 解释 . 

FRE Gi 的 3 元 关系 plab) MP. 对 任何 a,b,ce Gt, + 
“pila,d,c) 在 Ci 上 值 为 +( 即 ; 在 GT LAB) SAR “abc 
在 zt 上 值 为 11 或 10". (其 中 ”为 zf 中 对 p 的 解释 .) 以 pi 作为 
Gi 中 对 p 的 解释 . 

现在 根据 M* 是 工 的 工 值 模型 来 证 明 ， 当 把 pilab, o) BH 
a-bocH, Gi 是 一 个 群 ， 它 适合 I. 并 且 含有 一 个 与 H" Jl 
的 子 群 . 

(4.1.1) 在 取 a,b € 对 人- A"). 由 pi ÆU 上 值 为 1 可 知 ， 
(sz)e(a,b,2) Æ M* 上 值 为 11, HEP sup{r(e,b,z}} = 11， 由 此 可 


知 , 存在 cE A* 能 使 r(a,b,c) 在 WU* 上 上 值 为 11 或 10, JA W pila, b, e) 
在 Gr LAR. MU, Gi 对 于 由 n ARERR. 

(4.1.2) 再 根据 pz……9e5 在 WH* 上 和 值 都 为 11 的 事实 ， 可 以 仿 
(4.1.1) 证明， 也 可 以 仿 下 面 的 (4.1.4) 证明 6G 对 于 由 所 决定 
BY SETA PY i PRE. 

(4.1.3) 由 于 GT 中 对 诸 cx 的 解释 与 zf 中 相同 ， 而 D 中 诸 语 
各 在 Le" 中 的 值 都 是 11, 再 对 照 GI 的 3 元 关系 p WEAR D 
的 定义 ， 就 可 看 出 GT 售 有 一 个 与 H* WANT HR. 

(4.1.4) @ A, A A* 到 GI(= A") LSE. WOT 
(3.4.1) 至 (3.4.3) 可 以 证 明 ， 对 & 中 任何 语句 o BH: “o HEU 
EA U1 pk 107 334 BH 84 “o 在 Gr LAR”. 特别 地 ， 由 于 语 各 
U ÆU 上 值 为 10, AAIE G+ LAR, EE G 适合 性 质 P. 
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1AE RERA RRA a == —qws snn — - 


(4.2) 取 A* 作为 G3 的 论 域 ， 并 取 WM* 中 对 诸 c, 的 解释 作为 
G3 中 对 诸 ca 的 解释 . 

再 定义 GG 的 3 元 关系 pa(a,b.c) 如 下 .对 任何 a,b,c € G. > 
“pa(la,b,c) 在 G3 bt? 4AM “z(a, b,e) ÆU 上 值 为 11 或 
01”. 

仿照 (4.1) 可 以 证 明 ， 当 把 pz(a,6,c) AHF abc, G; 是 
一 个 群 ， 它 不 适合 (也 即 不 适合 性 质 P), 并 且 含 有 一 个 与 H* 同 
构 的 子 群 . GE) 

上 定理 中 的 “两 个 扩 群 ”可 以 推广 到 n 个 扩 群 ”各 适合 或 不 
适合 某 些 1 阶 性 质 的 情况 (用 2" 元 布尔 代数 作为 什 烙 上 j tur 
BR). 此 外 ， 上 定理 中 的 “ 群 " 、 “可 换 群 " 等 字样 也 可 以 换 为 其 他 
RBA, HARUM BRD. 

另外 ， 也 可 以 用 2 ARR RH ERIE Le, IB 
要 : 或 者 用 比 Ci 更 复杂 的 语言 以 及 比 全 更 复杂 的 理论 ;或 者 用 两 
RRA eH {在 个 扩 群 的 情况 则 是 用 n 次 ), 并 且 设法 说 明 所 
存在 的 GY 及 G3 在 1 个 扩 群 的 情况 则 是 Cl 及 … 及 Gt) 是 同一 
SH 的 扩 群 。 所 以 ， 2 值 还 辑 的 证 法 与 荆 值 最 辑 的 证 法 各 有 短 
长 . 

33 最 后 ， 再 附 述 一 个 L, APRS. 

定理 5 令 工 为 2 AMR Ko. B e AEEA. 
Pp.qu qa... 车 通过 一 切 正 整 数 ) 为 C 中 的 语句 ， 如果 对 每 个 
ERS r 都 存在 C 的 上 值 模型 .能 使 a... EU LEA 
11 M p ÆU, EA in, W: 

(1) 对 每 个 正 整 致 都 有 

(1.1) 在 2 (BMA, g^ A q. mp. 

(1-2) p 不 能 表示 为 由 q. 的 任何 布尔 表达 式 . 

(2) FE C E LERE LUM, FEE go 和 在 区 土 值 均 
29.11 WL p EU EAH In. 
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TERA (1.1) 由 题 设 知 , EU E, (mA: Ag.) p RM 
(10e 11) U (In)? = On < nn, 


故 由 定理 12 知 (gi 入:… Ag.) — —p 不 是 2 ñ E B HER, Mit 
Gy Ars A g, ⁄ op. 

(1.2) BRA p 能 表示 为 9，…, 下 的 布尔 表达 式 ,， 则 由 goog 
在 ui. 上 值 均 为 11 及 格 Kz 的 运算 表 易 见 p TEU, 上 的 值 应 为 11 
或 00, SERTA. 

(2) — T X £ 中 的 下 列 理论 


T= {91, 的， "gr Tha u (pha 


对 了 引用 荆 值 还 辑 的 紧 致 性 定理 即 可 . GEE) 
EERE RY “ln” AT AREA “nl”, 证 法 完全 类 做 ， 


参考 文献 
1 EHE. BARRY RAEN HER. 北京 师范 大 学 学 报 ， 


1980(3~4): 25~30 


2 FHA, REA. ARE 工 式 集 分 类 的 问题 . 北京 师范 大 学 学 报 ， 
1964(2): 125—133 
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第 10 章 


格 值 谓词 演算 中 的 标准 形 


本 章 讨论 某 些 格 值 谓词 演算 中 的 前 束 标准 形 及 Skolem 标准 
形 ， 它 们 有 助 于 考虑 这 些 格 利 逻 辑 中 的 判定 间 题 及 模型 论 问题 . 

我 们 对 值 格 上 要 考虑 下 列 诸 性 质 ; 

性 质 (Fi) 对 工 的 每 一 非 空子 集 M, 都 存在 有 限 个 元 421,…， 
tee M(k 5 M AR) 能 使 


zi U- U £k = sup z. 
we M 


性 质 (Fi) 在 在 一 正 整数 k, 使 对 工 的 每 一 非 空子 集 M 都 存 
在 zz € M( AH RA) 能 使 


T1U U £k = sup z. 
we M 


性 质 (F) 对 工 的 每 一 非 空子 集 M, 都 存在 有 限 个 元 too, 
zí € M iS M AX) 能 使 


m n: (mí = inf x. 
r M 
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性 质 (FS) 存在 一 正 整 数 1, 使 对 工 的 每 一 非 空子 集 M 都 存 
f. zi. e MOBIC FH) 能 使 


z Na = inf z. 
性 质 (D) 对 工 Wi — dk fE M, 都 有 


sup z) = inf(x’); (inf zY) = sup(z'). 
(sup z) = inf; (inf, © = sp() 


性 质 (D°) 对 任何 eye 工 , 都 有 
(ruy == Gg; (NY = 7 Uy. 

性 质 (F9),(F3) 及 (D°) 显然 分 别 是 性 质 (Fi), (Fo 及 (D) 的 
特例 ， 

有 不 少 关 于 格 值 逻辑 的 结论 ， 对 于 适合 (Fi) 及 (Fo 的 值 格 L 
都 能 成 立 ， 但 对 于 适合 (Fi) 及 (F2) 的 工 在 叙述 及 论证 上 喝 方 便 
些 . 作者 在 有 些 文献 中 采用 后 一 形式 ， 是 高 枉 丙 先生 向 作者 建议 了 
前 一 种 更 一 般 的 形式 . 

又 ， 适 合 性 质 (D) 的 格 L 未 必 是 完备 布尔 代数 ， 例 如 上 一 章 
定理 3 的 证 明 中 所 用 的 烙 L, 它 适合 (D) 但 不 是 布尔 代数 . 其 他 的 
HEARE. 

引 理 1 车 完备 可 补 格 适合 性 质 (F1),(F2) 及 (D°), WL ae 
性 质 (D). 

证 明 ER LES ERM, $ M' = {2's z € M), Wh 
(Fi) 及 (Fo) WFE zi E M KR weg. ++. Zaa € M 能 使 
sup t= 2, Ur Be inf (2!) = Inf (a) = te O N Eki 


从 而 再 由 (D°) 可 得 
( sup z) = (aye Uap) = (z1 UJ... U zk U: U Za +i) 
reM 


f 了 f f t : t : f 
HSE nani - Nay, = zr (Y. O m, inf (z) = inf (zm). 
1 k k+l 1 k nt Á ) inf ( ) 
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a le n -.. 


Pot Ta im re。 ee e 


仿 此 也 可 还 明 (D) 中 另 一 等 式 . (GE) 
以 下 为 了 方便 ， 在 瑟 合式 公式 时 ， 把 逻辑 符号 AMI É 
其 工 值 的 解释 NU,’ sup, inf 两 者 通用 . 


8 1 前 束 标准 形 


引 理 2 HA L KAS (FY) 时 ,在 工 值 谓词 演算 中 有 下 列 等 
信 式 成 立 


(e) { [sup o sup Alz  ,2,)| nB) 


=sup---supsup---sup---sup---sup{[A(an,--+, 215) 
Tkl Ther 


Tit Tir Dar Ter 


U Alea, ,Par) U U Altar Ek 1 Bh. 


其 中 上 下 为 性 质 (Fi) 中 所 说 的 正 整数 ， + 为 企 一 正 整数 ; ABE 
任意 合式 公式 ， 但 满足 一 些 明显 的 技术 性 条 件 (BD: titter 
不 在 Alen ee) HE B ha HHB, I1,… ,zr FAPHA 
HATER tu 或 … 或 Yer 的 量词 范围 内 ， 这 类 条 件 以 后 都 不 
详 述 ); 等 号 则 党 示 在 任何 解释 之 下 ， 其 左右 两 端 所 得 的 上 值 都 相 
ey. 

证 阴 FER — FESR S. 在 3 中 任 取 一 组 元 素 米 解释 (e) 中 的 
Beet, FER S 上 的 一 组 L 值 谢 词 (aB E L 值 关系 ) RAE 
(e) 中 的 谓词 变 元 (包括 命题 变 元 ， 即 0 元 谓词 蛮 元 } 这 样 取 和 定 的 
一 种 解释 方式 V 以 下 称 为 (8) 的 一 个 赋值 EV 下， 设 (e) 式 等 
Feb ë X A, 石 端 值 为 n. 

G) 由 于 对 任何 ari as ES 都 有 


{[L4(ar air)U U Alak a a AN BY 
< {[sup:--sup A(z),---,2,)} AB} =A, 


15G 


mnan ear FE NR oR — i ———— -— 


MARL = < À. 
(2) RE V F sup:: sup Alen z+) Wo BA o. H L 
的 人 性质 (F°) 可 知 (H {Alar ear] @y,°+-, E S} 作为 L 的 子 
# 好) 存在 all l Geer € S 能 使 
all i az) U. U Aaya, Gg) = p, 
从 而 {[4(ei Gi) U---U Ala@gi,---, ae] NB} = ptc = À, Pt 
Le LA u 2 À. { 证 毕 ) 


UPFAT HSA, 我 们 引入 一 些 简 记 法 : 把 变 元 序 组 zl …， 
z, (I T, 把 sup'……sup 简 记 为 sup, 等 等 。 (其 中 r HER, 


并 且 在 不 同 的 符号 zE, 中 其 值 可 以 不 同 ， 因 一 般 不 致 引起 误 
fe. MEMS PRA.) 这 时 ， 引 理 2 中 的 (e) 式 就 可 简 记 为 


{isup AGz)] n B} = sup- “sup [l A(z} U... UARN B). 


引 理 3 HER LEA (F2) 时 , EL AARP ATS 
值 式 成 立 : 


{lint AIU B} = inf - . “inf{[A(Z,} Mee ACE] UB}. 


证 明 仿 引 理 2, me. 


对 每 一 非 负 整数 p, 我 们 用 (Qu) 表示 如 下 形状 的 一 串 量词 
(p= ON RA) 


sup inf sup inf - -- 


Tı Ta Fy 74 


sup pA. 
inf =p SIB. 
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用 (Qir) 表示 


inf sup inf sup - - - 


Tl m Ta Ey 


inf 当 为 奇 ， 
sup °p AiR. 


p $E E ii B 8. (注意 p 一 般 不 是 量词 串 中 量词 的 个 数 ， 而 
是 两 类 量词 交替 的 次 数 .,) 

引 理 4 SAR L 适合 (Fr) APH, LRA Pe 
一 个 由 若干 子 式 (Qua) Gi es (Qip) Gn (t 代表 s Mi; t, p LAM 
中 都 相同 ) 20,0 组 成 的 合式 公式 Pu) G (Qip) Gn) 都 
能 有 效 地 已 为 一 个 等 值 的 合式 公式 (Qilan ,Gn), 其 中 P, 
RH Gi,---,Gn 经 U 组 成 的 . 

证 明 Xip AHA. 当 p=0 时 , He P; A P, Bpa. 

W p< kh m Rar, Sq p= k+1 时 ， 

再 对 BP, 的 个 数 d (G... Ga ABOU 不 计 ) 归纳 ， 

Hd=ONM, P= (Qet) Gi RP AG, 即 可 . 

设 dh 时 引 理 已 成 立 ， 34 d= h +1 Bi: 

(1) 4 P, = Pan Pp. 由 关于 d 的 归纳 假设 知 Pa, Aa 省 可 
有 效 地 化 为 等 值 的 (Q, kai) Per, (Qer) P 其 中 Po, Po 都 是 由 
Gi ,Gn 经 nn,U 组 成 的 . 

(1.1) St As BY: P, 348 F (Qrt) Pa A (Qeti) Poz 此 式 
May eA 


sup(Q;,4) Pai Msup(Qin) Pee, 
(其 中 两 个 sup 下 面 应 附 的 个 体 变 元 组 未 必 相 同 ， 因 对 论证 无 关 紧 
Z, eM AS. 以 下 仿 此 . ) 连用 两 次 引 理 2, 可 将 上 式 化 为 sup Ps 


形状 ， 其 中 P, 由 (Q.k)Pa (Qie) Po ABOU 构成 . 再 由 关于 了 的 
归纳 假设 , Al Ps 可 有 效 地 化 为 (Q; )P I 形状 ， 其 中 P. H Pa, Pa 
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20,U 组 成 . AM P, SF supl) Ps, 也 即 (Q. e041). Pa 即 
可 充当 引 理 中 所 说 的 Pa. 

(1.2) 4t Ait: Py SF (Qiri Pa (Qi n41) Peo. 此 式 

RASH 

inf(@Qs,¢) Pa O inf{@ sn) Pa2. 
由 烙 性 质 知 上 式 等 值 于 inl|(Q. Pa N (Qs Plh 再 对 [|] 部 分 
应 用 关于 zp 的 妇 纳 假设 其 可 . 

(2) P = PnuPz. fh (1). (S 3985138 2 mA 3.) {证 
毕 ) 

定理 1 (前 东 标 准 形 定理 ) 当 值 格 L 适合 (FiF & (D°) 
W. WL 值 谓词 演算 中 任 一 合式 公式 A 都 可 有 效 地 化 为 一 个 等 值 
的 前 束 标准 形 H. 

证 明 由 引 理 2.1 知 工 适合 (D), 敌 可 先 对 4 作 等 值 变形 ， 使 
每 个 连接 词 “” 的 辖 域内 都 无 量词 出 现 ， (在 任何 赋值 Y 之 下 ， 
(D) 中 所 说 工 的 子 集 M 都 可 适当 选择 , 不 详 述 . ) 再 通过 和 多余 量词 
的 引入 (例如 ,可 将 supint sup A; Ninf Aç 中 的 第 二 项 换 为 等 值 的 
sup inf sup Ao, BP uw 为 不 在 4a 中 出 现 的 个 体 变 元 ), 即 可 陆续 
AASIA 2.4 若干 次 而 得 一 个 等 值 的 前 东 标 准 形 B. (GEE) 


§2 Skolem 标准 形 


É Clp,9) 是 一 个 命题 演算 合式 公式 ， 工 是 一 个 有 补 运算 的 
Hh. 如 果 对 任何 abe LRA 


I, 2 a= b; 


Cla) = fi 3 o Zb. 


则 称 Cipa) 为 工 的 一 个 特征 式 (或 称 强 特征 式 )， 如 果 对 任何 
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abe LRA 
= T, # a = b; 
#1, #a#b. 
MER C(p,g) 为 工 的 一 个 弱 特 征 式 ， 

例如 ， 若 工 是 一 个 布尔 代数 ， 则 


Cia) { 


(Pug n{pug') 


是 工 的 一 个 弱 特 征 式 ， 容 易 证 明 ， 对 于 元 数 大 于 2 的 布尔 代数 ， 
不 存在 强 特征 式 . 
又 如 ,车 工 是 上 一 章 定理 3 的 证 明 中 所 用 的 格 ， 则 


(p Ug) n(puqyn(( puq) nipuq 


E L 的 一 个 强 特征 式 . 

引 理 5 MAREE (F?),(F3),(D") HRA ARER Cip a) 
时 ， 对 请 词 演算 中 任 一 合式 公式 Glee yn 9s)( 以 下 简 记 
为 GED) 下 到 二 条 件 等 价 ; 

(a) sup inf C@,y) 便 不 为 0; (TR: 在 任何 赋值 之 下 ， 其 值 都 不 
为 0. 以 下 仿 此 .】 

(b) sup sup[(C(G(, 9), H(Z,g))) U iof HG,2)] 便 不 为 0 其 
中 五 为 性 一 不 出 现 于 GN z + s 元 谓词 变 元 

证 明 (1) 设 (a) 成立， 考虑 (b) 中 公式 的 任 一 赋值 V. (i V 
所 用 的 非 空 集 为 S) 

(11) 在 VW 下， 车 存在 a1,…,ar,b1,… ,bs ES 能 使 G(a,b) = 
H(a,b), W| (C(GG,5), H (a,b))Y 关 0, 从 而 易 见 (b) 中 公式 的 值 不 
4 0. 

(1.2) £ V F, # G(z,g) SHED 的 值 永 相同 ， 则 (b) PA 
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式 的 值 为 
supsup[0Uinf G(z,z)] = sup inf G(F, z), 
= 台 z Z= z 


WK EH (a) 知 其 不 为 0， 
(2) 设 (b) RY. 考虑 (a) 中 公式 的 任 一 赋值 V. 更 在 用 V 解 
FE (b) 中 公式 ， 并 将 (b) 中 的 H 解释 为 
H(z,g) = G(Z,g) f V T SAA, 
MJ (b) 中 公式 的 值 为 


sup sup(0 U inf G(z,z)} = sup inf G(z,z), 
= x z = = 


此 式 右 端 即 为 (a) 中 公式 在 V OF. wH (b) 知 此 值 不 为 0. 
(证 毕 ) 
定理 2 当 值 格 上 适合 {F?),(F3),(D”) ERAR ER C(p, gq) 
时 ， 对 工 值 谓词 演算 中 任 一 合式 公式 A 都 可 有 效 地 找到 一 个 形状 
为 
sup inf K(@,9) (K 中 不 含量 词 ) 


的 合式 公式 B ( 称 为 Skolem 标准 形 ) 使 ， 4 恒 不 为 0 3 B R 84 B 
恒 不 为 0. 

证 明 首先 ， 由 定理 2.1 可 有 效 地 找到 一 个 与 4 等 值 的 前 束 
标准 形 A, 并 且 不 妨 设 di 为 (Qan) M BR, He n 22, M KE 
Bia. 

n= 2, A, BARR. UP n AW. Bn < k HOR 
{k 22), 4n=k+1 Ht. 

注意 到 Ci) 是 由 p,q 经 n,U,' 组 成 的 ， 利 用 D) 可 将 
(Ca) FERE Pippip nag) BR, 其 中 五 是 
Hp, p's’. q g... P n. U A. 
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— u —— he rp re Re Hat 


- =" eRe eA RAEN Rae 


由 于 Ay = (Qs esi) M = supini(Q.4— Af, 故 册 引 理 5 可 有 效 
地 找到 


By = supsup[(C((Q, 4-1), HYY Uinf H] 


使 ， 41 但 不 为 0 当 且 只 当 B, WETA O. 
但 B, 又 等 值 于 


sup sup[P((Qs,.1M, (Qik M. (Qs eM", 
- HLH’ H") Uinf H]. 


通过 多 余 量词 的 引入 , 上 式 中 的 (Q. i), (Qie) 都 可 化 为 (Q. k), 
BRS 4 可 将 上 式 等 值 地 化 为 


supsup[(Q, L) P, U inf H], 
再 由 同样 理由 ， 此 式 又 可 等 值 地 化 为 
supsup(Qs e) P; ( 记 作 Bo). 


Bo 为 (Q, k) Mi 形状 (M, 不 食量 词 ). 再 应 用 归纳 假设 ， 由 Bz 
能 有 效 地 找到 一 个 Skolem 标准 形 Bf: Bs 要 不 为 0 当 且 只 当 
BEFA O. 

综合 上 述 即 知 , 4 n= kti 时 定理 也 成 立 . 归纳 完成 ， (证 
毕 ) 

定理 3 RP LEA (FFD) 且 具 有 强 特征 式 Clp, q) 
时 ， 对 工 值 谓词 演算 中 任 一 合式 公式 4 都 可 有 效 地 找到 一 个 形状 
为 

sup inf K(z,9) (K PARE BA) 


的 合式 公式 BORA Skolem 标准 形 ) 使 A ARI ON BR 3 B 
AEIR 
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证 明和 仿 引 理 5 及 定理 2, WE. 


HHR L 为 元 数 大 于 2 的 布 处 代数 时 ， 虽 然 上 不 具有 强 特 征 
式 ， 人 得 定理 3 的 绪论 仍 成 立 . 


§3 Löwenheim 定理 


本 节 奉 述 某 些 值 格 时 Léwenheim 定理 的 一 些 切 步 形 式 ， 它 们 
是 下 一 章 中 LST 定理 的 特例 . 

定理 4 设 4 为 谓词 演算 中 一 个 Skolem MEERE, HH 
值 格 工 适合 (FS). ELBA, 车 4 ASE IT X, MARES 
SRN 上 不 为 异 了 式 . 

HEAR BE A = (Fey pa [VA (zi Br 区 
其 中 m>0 n20 ay Em om ER, BPR, th 
不 会 其 他 个 体 变 元 - 

(F) E 4 在 某 个 无 限 集 D FA I R. 

以 下 为 使 记号 简单， 以 m = 2,n = 3 为 例 来 说 明 一 般 思 路 . 

HB (H) 知 ， 存 在 ATED ERRE V, HAV PP 
acl EV TÄ 


a= sup inf  B(zi,Z2, 01, Y2: Y3) (1 
tee D voya ysED 


(D 任意 取 定 一 组 aa € D. WE (1) 有 


inf  B(m,a2 41, 42, 93) = B < e, 
voye ys ED 


也 出 


inf { inf Bl(lai, a&z, Y1, Y2, = ñB £ a. 
ar int. (an az tn, ¥2,¥s}} = 8 < 


H (FS) Bl, FE bi... b E D 能 使 


inf B{a,, as, 01, te, AoA inf Bla „b ， = ñ. 
int (ay, @2, b1, Ya, Ys) inf (4,02, by, Yz: ya) = B 
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au usre ee  - HM 


再 对 此 式 左 端 每 项 反复 用 同样 论证 ， 即 可 见 在 D PAH l+ P + Ë 
个 元 {不论 同 异 }6i, bey, bir (1 < 1,3,k < I) 8848 


rc cy Plans oa bi, bijs bizk) < or. (2) 


(2.1) 任意 取 定 一 个 元 de D. 根据 (D ARBRE D hi+E +B 
+ bi bo. bir 使 适合 


inf  B(d, d, bi, biz, biuk) < ©- 


IREKI 
再 任意 取 定 D He ddh, + 
D: = {d, dy, b; bij, bijah- 

(2.2) 对 每 一 组 al, az € D,, 都 根据 (1) EERE D h i+ +Ë 
A 6;, 0:5, b k 使 适合 (2). 把 所 有 这 些 元 都 加 入 D, 中 ; 再 任意 取 定 
D h—+ Z d, d, 的 元 dz 也 加 入 D. 中 ; RD 的 子 集 Di 并 
A, 由 站 有限 可 知 D, 有 限 ， 其 元 数 > 2. 

(2.3) 再 仿 (2.2) 进行 ， 把 Ds 扩张 为 D 的 有 限 子 集 Ds, 其 元 


A 
D= U D,, 
reN 


U D Æ DMPA RRS. 
(ID 由 D 定义 易 知 : 对 每 一 组 a, a € D, MREI+P +E 
A D PRT bi, biz, bige 能 使 (2) 成 立 ， 从 而 有 


inf _ B(a1, 42, yi 2, 98) < @. 
tupa ss] ED 


再 由 a, a: Æ 五 中 的 任意 性 即 知 


sup inf _ Blzi, 2,41, Ya, 1⁄4) < & < I. 
21g ED yay € D 


所 以 : 4 在 可 数 无 限 集 D 上 不 为 恒 工 式 ， 从 而 显 见 4 在 正 整数 
SN LRAT A. 

(Z) 车 AMPS D LA ATT A. 

不 妨 设 了 为 11,2,... k). B (Z) ML A # D ACRE 
值 FHA a <. MWE, BERAE N 中 每 个 大 于 上 :的 数 都 看 
作 “ 等 同 ” 于 下 , 这 样 就 可 模仿 U 找到 4 的 一 个 以 NN AURA 
值 V, 使 4 在 V 下 的 值 也 是 a.( 注 意 4 中 不 含 等 号 . ) 所 以 ， A 
N LAAT LA. CHEE) 

定理 5 设 4 为 谓词 演算 中 一 个 前 东 标 准 形 的 诺 句 ， 并 且 值 
格 L 适合 (F%) 及 (FS). ELAS, # A 不 为 恒 了 工 式 ， 则 A 
在 正 整 数 集 N 上 不 为 桓 工 式 . 

证 明 的 思路 与 定理 4 者 类 人 慨 ， 略 去 . 


参考 文献 


1 Fi, SRE. -AFERTA OER. 北京 师范 大 学 学 
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ame mee -—— im a LEE oe 


第 11 章 


格 值 模型 的 紧 致 性 定理 


在 将 值 逮 辑 的 模型 理论 中 ， 有 一 条 基础 性 的 紧 致 性 定理 , 它 对 
于 任何 有 限 的 值 格 都 能 成 立 . 【可 以 用 超 积 方法 证 明 此 事 ， 揭 文献 
[3].) 在 本 章 中 ， 我 们 用 [2 中 的 “ 常 元 构 作 法 ”来 证 明 在 某 些 特殊 
的 有 限 值 格 时 的 紧 致 性 定理 ， 我 们 这 样 作 的 目的 是 为 了 说 明 这 种 
有 用 的 方法 . 

为 了 便于 讨论 和 行文 简单 ， 我 们 以 文献 [1] 作为 2 值 模型 论 
的 主要 参考 书 (以 后 简称 MT), RAMA. SRA LKE 
书 . 凡是 与 此 书 类 似 的 论证 一 般 都 从 略 , 主要 只 叙述 多 值 时 与 2 (8 
不 同 的 那些 部 分 . 

BER L = (Ao, Mi A }, 其 中 Ao = O, À = T. 

设 研 为 一 语言 ， 荆 为 中 性 一 非 空 语句 集 . BUKE-F 
AR ot A AAEM FE, DD, (可 有 某 些 了 AN HER, 又 
注意 划分 中 无 LY). 我 们 把 连同 一 个 这 样 的 划分 称 为 一 个 分 组 
语句 集成 理论 , 一 般 仍 记 作 2. (注意 同一 语句 集 若 作 了 不 同 的 
划分 ， 则 看 作 不 同 的 理论 ， 必 要 时 在 记号 上 加 以 区 分 . ) 

RFL 的 模型 ,其 定义 与 2 ENAM, REH 中 的 关系 可 
以 到 工 中 的 任何 元 为 值 ， (注意 ， 对 于 等 词 = 的 取 值 ， 与 2 值 时 
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相同 . PD: MPU HRP IE a b, # a = b, B| a = b Hz të IL; 
# a Z b, J| a = b RB O.) 

中 一 语句 ww 在 UH 上 的 值 ， 有 时 记 作 ele. 

设 瑟 为 上 中 一 个 理论 ，U 为 的 一 个 模型 .如果 对 于 三 的 
每 一 子 集 Ey (j =1,2,--) 中 的 每 一 语句 p, 都 有 ply = Aj MER 
U 满足 E, ER U EEKi 模型 , 记 作 4 F 5. 

EEA £ HTH. 车 的 每 一 有 限于 理论 都 有 模型 ， 则 
ROA SRM. GE: C FIS PRT EBI D,E: MRF (i) 
1 Ot. 及 Gi) ©, 中 每 一 语句 多 EL HSH EBSED 的 
Sy AP BAA, WR DL 为 De 的 子 理论 . ) 

引 理 1 £L 中 任 一 有 限 和 谐 的 理论 T 都 能 扩充 为 一 个 概 大 的 
有 限 和 谐 理 论 . 

证 明 与 MT 中 命题 1.3.11 SAM, MH. 

以 于 我 们 仿照 Henkin HARES: EER ARER A SAHE 
式 时 ， 紧 致 性 定理 成 立 ， 

BRER L 适合 (FP) 及 (F2)XW 36 10 We), 并 具有 弱 特 征 式 
A(p.q). 设 工 为 语言 中 一 个 理论 ，C 为 由 上 中 若 于 个 笨 常 元 所 
组 成 的 一 个 集合 .当下 列 二 条 件 都 成 立时 , RCA T CL PN 
组 见证 : 对 中 每 个 至 多 舍 1 个 自由 变 元 的 合式 公式 ple), 

(Wi) FH ace € C (k 2 (FP) 中 的 常数 ) 能 使 


A((3xz)e(z), ple) V--- pler)) € Tr. 
(We) FE d. ode CUA (FS) 中 的 常数 ) 能 使 
A((Vz)e(e), pldi) A--- A pA) € Tr. 


引 理 23 设 值 格 工 适合 (FP) 及 (F; 并 有 具有 弱 特 征 式 ， 设 了 
为 £ 中 一 个 有 限 和 谐 的 理论 ，C 为 之 之 外 的 一 组 新 常 元 ， 其 基数 


161 


IC] =|. $ Z = cuc, WJ T gË se Z pIE RANK g 
BTE ORATE Tpi ALi. 

证 明 与 MT 中 引 理 2.1.1 者 类 似 ， 略 去 . 

HES 设 值 烙 上 有限 且 其 有 弱 特征 式 .， 令 工 为 上 中 一 个 有 
MAEM, CHT EC PHM RE. MT EAM U, 
它 的 每 一 个 元 素 都 是 C 中 一 个 常 元 的 解释 - 

证 明 见 下 面 . 

由 引 理 2 及 3 可 得 下 列 二 定理 ， 

定理 1( 紧 致 性 定理 ) 设 值 格 二 有 限 且 具有 弱 特 征 式 . 令 了 为 
CP PARABLE, WT 有 模型 

定理 2(LST ER) 设 值 格 民有 限 且 具有 能 特 征 式 ， 若 中 
的 理论 了 有 无 限 模型 ， 则 对 任何 基数 o > |C, T 都 有 基数 为 w 的 
模型 

引 理 3 的 证 明 ”首先 由 引 再 1 知人 了 可 以 护 充 为 中 一 个 极 大 
的 有 限 和 谐 理论 T, BER C 也 是 T, 在 C 中 的 一 组 见证 ， 如 果 
我 们 能 作出 T, 的 模型 ， 它 显然 也 是 工 的 模型 . 所 以 ,不 妨 设 人 自 
身 己 经 是 极 大 有 限 和 谐 的， 以 下 来 构 作 工 的 一 个 模型. 

(D) 对 C 中 任何 常 元 c,d, 定义 


c= d MHRA (¿=deT;. 


容易 证 明 ，“~” 是 CC 上 的 等 价 关系 . 

Plin, “~" WEBMD TER: BEA cod A d~e, Wi 
有 (e = d), (d = e) € Tr, SE (e = e) € Ty, AMBE c = e. (1.1) 
先 证 (c = e) T. RË (c = e) é T, MAT HRA MAES 
c= e HA LF 3:48 T'u (e= e) 为 有 限 和 谐 . RHEE THAR 
PEH EE YU (c= e] KAR c= e RAT HRD. SRI WN 
限 子 理论 Fu (e= d,d= ey, CRAM (HT AA RMW) 取 一 为 
B, W c=d 5 dae EB GEHA I(Ac=d,d=ee 了 T7), 从 而 易 
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MW czmefeEB PIB L BBEAN, AHS PRATA. 
所 以 (e =e) eT. (1.2) W (e = e) € T. MEIA KET NA 
限 子 理论 (e= a d= ec = el j 88 D. APE, c= d 5 
d= ef L W5 W c= =e HbA! dB c= ec T, MEP L 
e= e 值 应 为 和 A. 所 以 入 = 了 (类似 这 样 的 证 明 ， 以 下 常常 略 去 . ) 

(ID 对 每 一 ce € C, SecA c 所 在 的 等 价 类 , M es (de C : 
d~ch. BS 

A=: e€ Ch. 

以 下 机 在 集合 4 上 定义 与 £ 中 符号 相对 应 的 关系 、 常 量 及 函数 ， 
使 它 成 为 工 的 一 个 模型 H. 

(2.1) 对 子 中 任 一 关系 符号 P, 我 们 先 在 C LEN- nR 
AR 如下， 对 任何 cl ,en € Ç, 


R'(e oea) = MFO) SHR P(a- en) € Th. 


{由 此 可 知 ， 对 于 Pla c.) é T 者 ， 必 有 下 (cl cn) = O.) H 
FT 为 极 太 有 限 和 和 谐 ， 可 以 证 明 : A Recon) = A B o = 
di en ™ dn, WA R(d,,: da) =À (aE). Hu) 51, 可 以 合 
理 地 在 A hi X — X š RMF: HHEH t,o € A, 

五 六 .2 一 A( 关 DO 当 且 只 当 Plaen) € Ts. 


我 们 就 以 此 关系 品 作 为 王 在 喀 中 的 解释 . 
(2.2) WEF £ 中 任 一 常 元 d, SRB p= (Bvd = uo). 可 以 
证 明 


ee. (1) 
(GER) AS, HCA T HME MAE e1,---,e,6 C HE 


Aly, (d = ey) V--- V (d= er) € Tr. (2) 
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由 忆 ),{2) 及 工 为 有 限 和 谐 并 注意 每 个 4 三 e; 为 2 值 语句 可 以 证 
明 ， 至 少 有 一 个 e (1 < í < ky 能 使 (d = e) € Ty GEM). 这 样 的 
e; 未 必 唯 一 ， 得 易 证 a 是 唯一 的 . 我们 就 以 此 名 Ad EU P 
的 解释 GBT, Bcec, MERU 中 的 解释 是 亏 } 

(2.3) 对 于 £ 中 和 任 一 m 元 函数 符号 F 及 任 一 组 cl c, EC, 
考虑 语句 p= (Avo) (Fhe tem) = vo). IAHE: peT. 另外 ， 
由 CC 为 全 的 见证 可 知 存 在 el ek € C 能 使 


Aly, (F (c1 cm) Z ei) V V (F (e1 em) = ek)) € Tr. 


由 此 本 证 ， 在 Fler:iica) = et) 下 (cl…cm] = ek PEPA 
一 个 在 Tr 中 ， 此 外 还 可 证 明 ， 若 有 (Pla ca) = es) € Tr É 
(Re c.) 三 ey) € Tr, 则 也 有 (e; = e;) € Tr, AMA & = 8j 不 
妨 设 (Per: cm) = e1) € Ty. 进一步 还 可 证 明 ， 对 于 C 中 的 任何 
dy d. BA, BA (ei 三 出 ,em = dm) (61 = ft) € Tz, W 
也 有 (Fid -dm E ET. 由 此 可 知 ， 可 以 合理 地 在 A Le X 
一 函数 GMT: MEM I, en, CE A, 


GE En MARY {F(a em) =e) e Tr. 


我 们 就 以 此 G 作为 FF 在 中 的 解释 . 

模型 {的 定义 至 此 完成 .以 下 逐步 证 明 ，M 是 理论 荆 的 一 个 
模型 . 

(ED BEA, UF 中 每 一 个 无 变 元 的 项 t 及 每 一 个 常 元 
ceO: t= 三 ¢ 在 MH 虐 什 为 了 当 且 只 当 {t 三 c) € T;. (3) 

(3.1) 当 为 Fidi dn) 形状 (dy, d, 为 常 元 ， 未 必 在 C 
中 ) 时 ， 利 用 (2.3) 易 证 (3) WH. 

(3.2) = tA P(t, ---tm) mM t = Gilet = Gnmn( 
时 ， 设 (3) 对 于 五 ……tm 都 已 成 立 . 
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一 — runa ` o 


B ti ,tim EU EKRA ey... ë U. WAA t Se, 
tm 三 em FEU 上 值 均 为 工 故 由 归纳 假设 有 


(ti 三 el] 人 tm = em) € Ty. (4) 


(3.2.1) Æ p = (F(t, -e tm) = c) EU EAT, W| S ML Fle em) 
=e WEU EAT, BkiH (3.1) 知 


(F(e1---em) = e) € Ty. (8) 


BE (FG(t -tm) = e) ET, WHT ARAA RAD ME T BD 
有 限 子 理论 E 使 


Zi U le] E ¢ 取 值 工 的 模型 , (6) 


令 取 了 的 有 限 子 理论 Diu {th =e, ta E Em, F(E en) = ey 
的 一 个 模型 B, H (8) . (5) 知 在 B, E h Zm ep cim Sem 8 
F(e,,: ,em) = e AWA L. 从 而 显 更 下 人 tm) 三 e 在 5 上 值 为 
I, 与 (6) 矛盾 ， 所 以 (F(t im) c) € T. BW Fi tm} = c 
的 2 值 性 可 知 其 在 了 h. 

(3.2.2) 4 F(t otm) = c HEU EE AT, WIAA O. JA 
MRA p = (F(e1 em) = c) EE U LAO. HH (3.1) 3u 
(Fle. ---em) =c) ¢ Tr, 再 由 其 2 值 性 可 知 (Fle1---em) = e) ET. 
故 可 知 存在 T 的 有 限 子 理论 Za 使 


E U {Pp} 无 有 使 p 取 值 了 的 模型 . (7) 


BF e = (F(t --tm) = e) € Tr, 则 了 的 有 限 子 理论 Bz {t = 
ent uim = Em 9} 有 模型 Bo Æ Ba E, ti = er, La 三 em 及 
p 的 值 均 为 了 从 而 显 见 pb 在 8。 上 的 值 也 是 了 与 (7) 矛盾 ， 所 以 
(F(t etm) =e) ¢ Ty. 
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(IV) 由 (HD 又 可 得 : 对 LPT KOR GB t,t. WH: 
h = t, EU F48 1 8 B RR (t, = tz) € Tr. {证 法 与 (IIT) KU, 
HE.) 

(V) H £ pir— P(t, tn 的 原子 语句 ,都 有 : P(t ta) 
在 WW 上 值 入 关 0 当 且 只 当 Pb $) eT. 

证 明和 如 下 : tty EU EME dy, d... Mt = 
di, t, = dn FEU EAHA I OT) #8 (6 = d), (ta = 
d.) € Ty. 

(5.1) 车 Ph ota) EU EE XZ O. WBE Pld,---d,) ÆU 
ABABA A, BCH (2.1) A Pidi ---d,) € Ty. PA FUE P(t :: tn) € 
Ty. 

BA Pi: ta é T, WHT RAAB TAB 
子 理论 Ea 能 使 2s U {P(t ---t,)} 无 有 使 Plta) 取 值 :的 模 
型 . SIRT 的 有 限 子 理论 Y sU ft. = dp ++ t. = dn, P(di---dy)} 
的 一 个 模型 Bs, WH B, bt = duta = d, ABH I Wi 
Pid- d.) EA A, 从 而 显 见 Plt t.) AA A, 这 与 Ls 的 取 
HP. HU P(t t.) € T. Pity) € Ty, BE £ = À: 

RT Ki RF BH li =Hd1,---thed,, Pld -edah P tn) 
的 一 个 模型 DD, WED, Et = dy ti, = d, AT P(dy--- dy) 
值 为 A, ATH P(t i: t.) # D, 上 什 也 为 A 但 由 Plti---t,) € Th 
知 其 在 D, MAMA ,所 以 py = 和. FE P tn) € Ta. 

(5.2) Æ P(t eta) EU LEAH O. 以 下 证 Pl etd é T. 

BE Pitit) € T. REET, ch (v # O). A t: ta 
EU 上 值 各 为 doda WA Pidda) EU La O, 从 而 由 
(2.1) 3 P(d, Go) 关 了 .机 此 可 知 ,存在 工 的 有 限 子 理 论 Y. 能 使 
E4U{P(d,--+da)} 无 有 使 Pidi dn) ey 的 模型 . ST 的 有 
银子 理论 Dy U {ty = di 三 dp, P(ty---ty)} 的 一 个 模型 Ba, 则 
E Dí E ti = di, t, = d, 的 值 沟 为 了 而 Pitie ta) 值 为 vv, 从 而 
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P(d,---d,) OM r, 这 与 24 的 取 法 矛盾 .所 以 P(t t.) é T. 

PRAY (VI) 是 本 引 理 的 主要 结论 ， 

(VD 对 蕊 中 每 一 语句 交 都 有 ， o k H Fü ÀZ O NB R 33 
ype Ty. 

当 9 为 原子 语 名 时， 由 (V) 及 (V) 知 (V) AR. AFE > 
的 结构 进行 归纳 来 证 明 (VD. 

(6.D 设 (VD RTF y BA, M (VDT e = -他 BR. 证明 
WF: 

(611) Av EU LE m Z O. 则 由 归纳 假设 知 单 ET B 
p EUM EIA pe = H 

(6.1.1.1) 车 po Z O, 则 可 证 2 € T,,. GE) 

(6.1.1.2) 车 we = O, 今 证 p é T. REWA, R e € T, 设 
e € L (FO RT HARTRE Dó, ey 的 一 个 模型 Do. 由 
Y € T,, ME D> E vA pa, 从 而 ç 值 为 网 = pj2 = Q. 但 由 
e E 工 又 知 在 E. o BB OJ u Z O, SEFE. MU e é T. 

(6.1.2) 8 y EU L m = O. 则 由 归纳 假设 知 YET, Be 
EU HEA wy = 1. 以 下 证 p € Tr. 

(6.1.2.1) 先 证 e € T. 

H w gë T 2 T ARAARMB n] SF E T 的 诸 有 限 子 理论 
fh, Oy GEAR L= (O... Au}, u AR. ) BEE Qu Le) 无 
AE y 取 值 A, 的 模型 i = 1,---, wu). 

Ü eo e T, fh L M WF E THWART BE Ni BEE, U (o) 
TEE o RAI HRM. ORT HART BH Q UUM 
的 一 个 模型 D, APRON AD, La BO 
取 法 可 知 在 D Ly 的 值 为 O, 从 而 ç AA O' = I, BEM HR 
EFE. MEU peT. Ree Ty. 

(6.1.2.2) 再 证 o € Tr- 

取 工 的 有 限 子 理论 MmU -UOLU {yo} 的 模型 Dy. HW 0, 取 


167 


法 可 知 在 D. EtA O, Am e AAO = L. Rhye eT. WE 
D E o MA x. PW Dl a = T, H o ET. 

(5.2) 设 (V) 对 于 oi 及 va POH, W {VI) 对 于 p = p Ap 
以 及 yp = piY ws 也 真 . (证 仿 (61), BH.) 

(6.3) 设 (VD 对 于 诸 vic) (c 通过 C) 都 已 真 ， 则 (VD 对 于 

= (3z)w(z) 也 真 ， 证 明 如 下 : 
设 ç HEU LERN, 则 AY = sup YO). (KR YO 表示 
cEA 

pieu, 以 下 仿 此 .) 再 由 工 适 合 CFP) MFE C ote € 4 能 使 
PE) U U = 和 把) 各 记 为 p1,… pa, M 
有 


PLU U pp = A*. (8) 
(6.3.1) 当 A* Z O BF. H (8) q m, pK 不 全 为 O. 不 妨 设 

Bry ty Pe £ O; p.s = = pa = O. (1 < r < k). WR 
PIU Up = At. (9) 


H AA E Et P] 3I 
Wici) € Tp. pler) € Toi meleni) o Plex ET. (10) 
又 由 了 有 见证 集 C 可 知 存 在 di... dx. € C 能 使 
A((3z)w(z),0(di) Ye V pld € Ty. (11) 
W ó(d,),- ,中 (de) FEU EWER A p1,-…, a|. 不 妨 设 其 中 
fies te FO 而 Hn =-= sk = O. {12) 
(6.3.1.1) 4 h > 0 IF. HH 38 4842 38 
Widi) ET Oda} € Ty; WE Plna (d) ET. (13) 
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(6.3.1.1.1) 先 证 w E T: 

Bae ET, 则 存在 了 的 诸 育 限 子 理论 YI... E 能 使 EHe} 
无 有 使 RÜ X 的 模型 (i = 1,.…,w). SRT HARTY 
DY U- UEL U {e(di), (an 的 一 个 模型 Bs, (不 妨 设 B; 已 
经 过 必要 的 膨胀 ， 使 o 在 其 上 有 值 . ) H (13) 知 在 B; 上 (di) Ë 
Mi > O. BM e = (42)}w(z) 在 Bs 土 的 值 à; = sup (b) 2 m > O, 
(其 中 B 是 Bs 的 论 域 ). 从而 Bs DU {gp} 的 使 w Wi A(X O) 
Hee, RSL MRRP. MA o € T. 设 


pe Ta. (14) 


(6.3.1.1.2) 再 证 ¢ € Ty. 

H ldai Var) ¢T OU MAET HAR FBI, 
“bf OE Wu u 能 征 OF, U { 业 (di)} 无 有 使 yidi) Wa 
iA; BM 人 = h 41, .kij= 1, u). ORT 的 有 限 子 理论 
OF. {Us UM, U ug OR 1b(c1),-- , ler), olds), 
(da), p, Aly, O(di) VY 0(dk))) 的 一 个 模型 Ds. 在 Ds E, 
由 请 Of; 取 法 可 知 区 (dr),-… (dk) 的 值 均 为 0， 由 (13) 知 
w(di),-+-,Y{da) EAA pil Ba. 由 (11) AC) AT. H 
(14) My A 8. Be A ERMA B= UUppUOU.-UO. 

X H (10) 知 在 Ds 上 Wer), +++, ler) AR pry Pr, WS s 


B = sup BD Fp Up, = À". (15) 
de D 
(其 中 也 为 Ds 的 论 域 ], V H (12) 可 知 
A* = sup Pe) 2 n U--- Upp, = B. (16) 
acA 
Hi (15) 及 (16) 4# 8 = X*. Beh (14) Bye T... 
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- a e i a 


ar 


(6.3.1.2) 4 h = 0 W, GF 6311.2) ONO OE, 
OK BRT WAR Be 7, UU, US IU... U 
Wa H (ple vler), Aly, pd) V V b(de))} 的 一 个 模型 Bs. 
在 Be 上 , HIB OY; BEST Mh pidi) -on wld) WEHA O. 由 (11) 
MAC) AT, Bi A 的 性 质 知 


pii =OU0-.-VO=0. (17) 


但 出 (10) 知 ple) 值 为 m > O, WRAA p fA = sup wb) > pi > 
O, (其 中 B 为 Bs 的 论 域 )， 这 与 (7) 了 矛盾. 所 以 此 情况 (6.3.1.2) 
不 可 能 出 现 . 

(6.3.2) 4A*= Om, AFEN o g T. 


# (9) Ra=- = pk = O. HT AMER C MFA 
dd1,…' ,di EC 能 使 


A((3r)o(z), pldi} YY wid.) € Tr. (18) 


W (di), o pide Æ U LEAD m, nk. MP O = 和 "之 
Bu ''' 和 = =u. =O. 故 由 归纳 假设 有 Hidi) (dx) é 
T， 从 而 存在 T 的 诸 有 限 子 理论 OY; MH OY, U {wldi)} 无 有 使 
pld) BURA; 的 模型 G = 1, kij = 1 BR eT, 设 
2 € T, (y# O). SRT HARTER OU UQ. U... U 
HU UE UO (eo, Aly, bdr) V V p(dk))) 的 一 个 模型 Deo. 
chit OY, 取 法 知 在 Ds 上 Wd ,9(dk] 的 值 均 应 为 0. 由 (18) 
知 在 De LAG) HAT, HH A 的 性 质 知 o 在 De ERRAN 
Ou... UO = 0. (Bd ç € T, Hye # Ds EIB X 29 Y Z O, 5; 
LA. RU 2 Z T. 

(6.4) 设 (VD WFH yic) (c 通过 C) RAK, M (VI) 对 于 
y = (vrii) ER. 
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= aa raw rr Trans =arwwawaan' ny PTE s o 


证 明 仿 (6.3), 略 去 . (证 毕 ) 
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第 12 章 


变量 集合 与 graphs， 


在 经 典 集 合 论 中 ， 元 素 与 元 素 的 归属 关系 是 最 基本 的 关系 . 
1 是 一 个 元 素 的 集合 ， X 为 任 一 常量 集合 ， LHX 的 一 个 映射 
z: 1— X RAX 的 一 个 元 素 ， 记 为 zE 天 .三 的 一 个子 集合 A 
定义 为 2 E44 二 r6 X. 两 个 集合 X, Y 相等 ， 定 义 为 EX 大 当 
且 仅 当 x EY. 一 个 集合 完全 由 它 的 元 素 决 定 . 

一 个 常量 的 集合 是 一 个 装着 一 堆 点 于 没有 一 定形 状 的 找 子 ， 
它 的 元 素 之 间 没 有 内 票 性 , 是 离散 的 . 集合 的 大 小 取决 于 元 素 的 多 
>, 唯一 可 以 区 别 两 个 集合 的 是 它们 包含 元 素 的 多 少 (cardinality). 

在 离散 的 集合 上 加 某 种 内 聚 性 , 构成 不 同 的 数学 结构 . 代数 结 
构 ， 加 群 、 向 量 空间 、 环 、 域 、 代 数 等 ， 几 何 分析 结 构 如 拓扑 、 度 
量 、 可 测 、 范 数 (norm); 或 更 综合 的 结构 ， 如 项 尔 伯 特 空间 、 拓 扑 
WE. APRE. 复 盖 空 间 ， 等 等 ， 人 们 习惯 于 用 集合 诊 的 语言 、 
敢 辑 去 讨论 有 关 数 学 结构 的 问题 . 

Lawvere SAU AW CUBR A ARENA, BEM SE 
为 直接 的 学 习 、 研 究 ，、 应 用 对 象 ， 而 不 必 还 原 到 离散 集合 ,， 再 加 上 


1 这 里 graph 一 词 并 不 是 专 指 图 论 , 而 是 有 更 直 现 广泛 的 意义 . 所 以 这 里 不 将 graph 
FABE. 
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某 种 数学 结构 . 把 变量 的 集合 当 作 一 般 化 了 的 集合 , 可 以 直接 运用 
常量 集合 论 的 语言 、 妈 辑 去 讨论 有 关 数 学 问题 ， 

在 变量 集合 的 范畴 中 ， 一 个 变量 集合 并 不 只 是 它 的 原子 : 
1 一 + X HER. X 由 不 同形 状 的 部 分 构成 ， 例 如 simplicial set 
由 细胞 (cell) 构成 ,我 们 称 以 X 为 codomain -Ati U — X 
为 KX 的 一 个 一 般 元 素 (generalized element}. X 由 它 的 一 般 元 素 所 
次 定 . 

在 不 少 范畴 中 ， 范 畴 的 对 象 的 一 个 不 大 的 子 集 或 类 (class) 就 
可 以 决定 这 一 范畴 中 的 对 象 . 

M1 4 是 范畴 5 中 对 象 的 一 个 子 集 (类 ), f,g 是 任意 两 个 
具有 相同 定义 域 以 及 codomain HRA, fig: X — Y, 3 f Z g, 
那么 存在 AC Az: A— X, for Z goz, RER .4 为 生成 元 集 
(类 ). 

例如 一 个 元 素 的 集合 1 即 是 常量 集合 范畴 S 的 生成 元 ， sim- 
plicial set 的 生成 元 集 是 {n—cell, n = 0, 1,2,---} 

在 这 一 章 里 ， 我 们 讨论 一 种 很 简单 的 内 聚 性 ， graph. 首先 ， 
dynamical set 是 一 种 graph. 

一 个 dynamical set X7° 是 一 个 集合 X, 以 及 一 个 自身 到 自身 
的 映射 。， dynamic t: X 一 X. 上 把 于 的 每 一 个 元 素 送 到 下 一 个 
TE. 两 个 dynamical set XY A YY ZADRE X AY 的 一 
个 映射 ， 并 且 保持 dynamic, f: XF 一 了 33 


ft = sf. id dynamical set 以 及 它们 之 间 映 射 的 范畴 为 S7 
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出 一 个 元 素 的 dynamical set 1 到 性 一 dynamical} set x? 的 一 
个 映射 是 X? 的 一 个 固定 点 ， 若 一 个 dynamical set 不 具有 固定 
点 ， 那 么 X? 就 木 具 有 通常 意义 的 元 素 ， 所 以 要 了 解 dynamical 
set X? ,只 知道 X? 的 固定 点 是 远 远 不 够 的 .我 们 需要 了 解 x? 
中 的 2 cycle, 3 cycle, --, n cycle, ,以 及 其 他 性 质 ， 即 需要 知道 由 
以 下 dynamical sets 到 X? 的 映射 ， 


| 
— e ` ə— .... A 

w. . | 

4) 7 


{ } 是 dynamical sets 的 范畴 S? 的 一 个 最 小 
生成 元 集 . 

定义 2 £ 是 任意 一 个 范畴 ， X 是 中 一 个 对 象 . 

(1) 4 是 大 的 一 个 部 分 (FMR), BRE A 到 X 的 一 个 
monomorphism i: À — X. 

(2) z EX 的 一 个 元 素 ，z : T — X. 4 是 大 的 一 个 部 分 ， 
若 存在 互 : T — A 使 以 下 三 角形 可 换 
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¿A om = z, 我 们 说 BF A iA z € A. 

(3) A.B 是 X WHS, Mia: ÀA— X, in: BOX 
均 为 monomorphism. #772 43) B MMAR: À — B 使 得 
¿a = Bp oh. Rfid ACB. 


h 


N 


x 


命题 1 4 互 是 天 的 部 分 ACB 4AM Vere As 
z€ B). 

证 明 必要 性 . 车 AC B, BRER: A — B, ig = šp o h. 
We c Ar; T— X,z: T — A,z =a oz. ¿Ez = hozg, RA 
ipoZ=ipobomg— iao =r. 这 样 zc A—. z € B. 

充分 性 . 若 Yz(x € A= > z € B), 特别 让 z=in: À — X, 
BAFER: A— B, Big = ip o h, BH A C B. 

命题 2 # ACR, BA À E B B)— 02, BH h: ACB 
为 monomorphism. 

征明 #8 fig: C— A.B hof=hog AX igoh=iag, 
有 iaof =inohof =igchog = ¿aog. 因为 ia 是 monomorphism, 
所 以 有 f = g. 这样， Æ monomorphism. 

有 了 元 素 、 部 分 、 元 素 从 履 关 系 的 一 般 定 义 后 ,我 们 就 可 以 运 
用 在 常量 集合 的 范畴 S 中 的 有 关 元 素 的 逐 辑 语言 于 尾 一 变量 集合 
的 范畴 内 ， 这 样 在 很 大 程度 上 就 可 以 把 变量 集合 作为 已 熟悉 的 常 
重 集 合 来 对 竺 . 

例如 在 S 中 集合 X 到 集合 了 的 两 个 映射 fg: X —, Y 的 
equalizer EN J E = (z € X | fz = gz). 这 一 定义 同样 可 以 用 于 
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re eS re —— n — —— Y."  .  _ 


任 一 变量 集合 的 范畴 E 让 X,Y WE PMR. hg: X — Y H 
equalizer 是 X 的 一 个 部 分 E, 具有 性 质 foi= Joi, 38 X ËJ 


i f 

E x — Y 
g 

| A 

T 


元 素 ce: T — X, W E. fz = gz, 那么 z£ E, BHA: T'— E, 
i z = ch. 

常量 集合 范畴 S 是 变量 集合 范畴 的 特例 .很 多 变量 集合 的 范 
做 可 以 从 S 上 构造 . 例如 S 上 的 各 种 函 子 范畴 . Bc ARS 
一 个 对 象 久 及 一 个 恒 等 映 射 的 范畴 ， 那 么 男子 范畴 SC = S， 这 
里 我 们 介绍 三 种 简单 的 销 子 范畴 ， 它 们 均 与 graph 有 关 . 这 就 是 


dynamic sets S? , graph(irreflexive) Sô” = S$ + , 和 reflexive 
graph SA”， 

我 们 已 见 过 dynamical sets S? ,实际 上 SY 也 是 一 个 函 子 
范畴 ,让 N 代表 自然 数 的 集合 N = {0,1,2,---}, 且 具 有 加 法 .这 
F N 是 有 单位 元 的 半 群 (monoid}， 因 而 N 可 以 看 为 只 有 一 个 对 
Ravine. 这样， 函 子 范畴 SN = S? 正 是 dynamical sets 的 范 
By. 特别 N 本 身 是 一 个 dynamical set, 具有 dynamics: N — N, 
3 一 般 称 为 successor map, s(n) = n + 1. 让 大 为 一 个 dynamical 
set, 具有 dynamic t: X — X. WA, N A X 的 在 S$7 内 的 一 
个 映射 a. N — X. BUS X 中 的 一 个 序列 z = {roth 
wo = z(0), zl = t(zo) ,zn = (20),-……. 这 个 序列 完全 由 它 的 起 
WGK zo WR X 中 的 dynamic t RE. 这 样 有 以 下 的 一 一 自然 对 
应 


N—X # s? 内 
1— x 在 SH 
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这 可 以 表示 为 ， X 是 一 个 集合 ,对 无 中 的 任 一 个 元 素 zo, 以 及 
X al X KPa t: X — X, 存在 天 的 一 个 序列 zz: N — X, 
具有 性 质 z(0) = zo, x(n + 1) = t(z(m)), 即 下 面 的 三 角形 正方 形 可 
换 


oa 8 


1 —— N N 
Di | 
X=- x 


序列 z 称 为 以 xo 为 起 点 的 简单 递归 (recursion). 
AE h; N xA — 4 为 本 中 任 一 上 映射. 给 出 ay: 
1 一 A, 存在 A 中 唯一 序列 9 : N — A, 满足 条 件 g(0) = a, 
gin + 1) = h(n,g(n))- 
证 明 定义 
t: Nx A 5 N x A, 
tín, a} = (n + 1, h(n, a}), 
to = (0, ao). 
由 简单 递归 ， 存 在 NN x A 的 唯一 一 个 序列 x: N — N x A, 
AA TEM z(0) = (0,ao), zx{n + 1) = t(a(n)). 
it Py: N xA— N, Pa: Nx A> A 23928 N x À | N 
AAI. Æ E= Ps oz,g= Pa or. 那么 
a(n) = (k(n),g(n)) = (n, g(r). 
g(0) = Pa o 2(0) = PA(0,ao) = ao, 
gin + 1) = Paoa(n + 1) = Pa(t(a(n))) 
一 Paltin, ga) = Pa(nt 1, h(n,g(m))) 
= h(n, g(n))- 
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H T z 是 唯一 的 ， 故 g 也 是 唯一 的 、 


一 个 dynamical set XY 是 如 下 的 一 个 graph: 集合 X WK 
为 graph 的 点 子 (dot), dynamic 上 给 出 箭头 的 方向 ， 


x? = 


它 的 特点 是 ,从 每 一 个 点 子 一 定 有 一 个 , 而 且 只 有 一 个 第 头发 
H. X? 有 了 两 个 有 意思 的 子 系 统 (部 分 )， 


Xo = (z E X | (z) = z), 
X. = (z € X : (x) Xo, Vn € N). 


Xo 是 dynamic t H HEAR. 而 X. 可 称 为 dynamic t 的 振 


我 们 也 可 以 定义 X, = (z £ X | (z) € Xo, tHe) é Xo}, 
Xk POWTER EAS k sp. 但 X, 不 是 X73! 的 子 系统 ， 因 为 
1(X,) C Kel. @ X, = Ú) X; = (z € X | (z) € Xoi < k), X, 
igk 
是 艺 叶 的 一 个 子 系统 . 
s? 有 两 个 子 范畴 ， 一 个 是 idempotents &°, 另 一 个 是 auto 


morphisms s? . 


一 个 idempotent 的 图 形 如 下 ， 
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V oy y, 
O ° Cr 


这 就 是 说 dynamic set xv 是 一 个 idempotent, 如果 x? = 
Xo ULU XI =X. 

# t: X 3X Ron mi b, WR t 22 — F automorphism. 一 个 
dynamic 为 自 同 构 的 graph, 不 包含 分 枝 ， 而 只 有 cycles. WA: 


t 的 道上 映射 l 即 为 “ 倒 着 转 ”， 


一 个 一 般 的 graph X 如 下 图 : 


X 其 有 点 子 和 筋 冻 . WX 中 点 子 的 集合 为 Xo, 箭头 的 集合 为 
Xi. 从 X, 到 Xo APPAR do, di, 
do 


X, Xo 


dı 
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- —— + a om 


do EPRA EEE E, di 把 箭头 送 到 它 的 终点 ， 可 以 
W. X = (x T Xo). 
# Y = t = Ya) 也 是 一 个 graph, 那么 X BY 的 一 个 映射 


f: X — Y, (AW graph 的 结构 ， 即 把 点 子 送 到 点 子 ， 箭 头 送 到 
i, 3EH EMB (compatible). 这 就 是 说 了 = Cfo, fi) 


A 


Xx Y. 
小 dË 
Xo fo Y. 


facda = dgo ñ, food = dy ° fi. 
这 样 一 般 graph WIEWS IF RPR TG SST, 这 里 Ay 是 范畴 
{T 5 A}, A 代表 arrow, T 代表 target. — graph X e S40, 
dy 


X(A) EHAKE, X(T) 是 点 子 的 集合 ，X(4) 3 X(T). do, ds 
给 出 箭头 的 起 点 和 终点 (注意 ， 这 里 仍 记 X(do), X (ds) H dodi). 
特别 A 和 工本 身 也 是 graph. 
Sao (4, A) = {la}, SA (T, A) = {dodi}, A 本 身 作 为 graph 
含有 一 个 箭头 和 两 个 点 子 ， 由 Sas (do, A) SAT (d, A) 决定 箭头 
的 起 点 与 终点 


了 自身 作为 graph RAA—P AL) 这 是 因为 SAT (4,T) = ó, 
San (T, T} = {17}. 
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FH Yoneda 引 理 ， 对 任 一 graph X, X(A) = SA (A,X) 给 出 
X Wisk, X(T)= SA (T, X) $H X HAF. 

Loop R SAG 中 的 terminal 对 象 ， 记 工 = .这 
样 一 个 graph X HRA, 即 1 BX 的 映射 是 关中 的 一 个 loop. 注 
意 ， graph 中 的 点 子 并 不 是 这 种 意义 下 的 “点 ”. 例如 


S801, X) = { OF-D4 } 记 S35(1,X) = p(X). pt Ë 
SA” 到 3 的 一 个 函 子 . 

证 BES, 是 一 常量 集合 B 可 以 看 为 离散 的 graph, 即 每 一 
点 有 一 个 loop. 例如 B 有 三 个 点 ， 那 么 discrete(B) = . 
discrete 是 由 常量 集合 的 范畴 S 到 SA 的 函 子 . 

F X 是 一 个 graph, 让 m(X) AX 的 连通 分 支 的 集合 ， 这 样 
mo EA SAT BS 的 一 个 函 子 . 

定理 1 "wo 是 量子 discrete 的 left adjoint, discrete aR pt 
的 left adjoint. 


S(zo (X), B) = SAT (X, discrete(B)), 
S40” (discrete(B), X) = S(B, pt(X)). 


XBR AG Th AE FG Top SRAI S 之 间 
的 关系 . X 是 一 个 拓扑 空间 ， B 是 一 个 集合 ， discrete(B) 是 在 
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B Lj FE BEI, m(X) 是 X 的 连通 分 支 的 集合 ， 而 pt(X) 是 
X 的 点 的 集合 ， 那 么 有 一 一 自然 对 应 


TolX) -一 一 B ESK 


X ——— discrete(B) 在 Top 内 
以 及 


discrete(B) ——— X 在 Top 内 


B P(X) ÆSA 


graph 的 范畴 Sar 是 卡 氏 积 封闭 的 ， 这 是 说 车 XYZ 是 
graph, 那么 存在 graph ZY , 即 立 到 了 的 函数 空间 ， 满足 一 一 自然 
对 应 - 


XxY —— Z 
x — zv 
下 而 是 有 关 graph HAER HAF. 
azo. -% a, rd) 1= 
我 们 先 计算 A4. 
由 Yoneda 引 理 ， 44 中 的 点 子 集 ANT) WEAF T H AA 


SAT phe: T — 44. 而 由 S26 的 卡 氏 积 封闭 性 有 以 下 一 
一 自然 对 应 . 


f —— AA 
Tx À — A 
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AA 中 的 箭头 集 AACA) 相应 于 


. {2, 1) 


- (2,0) ERRENA, 这 是 因为 Tx A(A) = 
T(A) x A(A) = à x fa) = 9; 


graph TxA = 


(0,4) (1,1) 


oo 


{0,0) (1,0) 


T x À Bl Aw graph 上 映射 有 4 个 ，TLOir: 


graph Ax À = 


I: 1(2,0)=0, I(2,1)=1 
1: 1(2,0)= 1, 1(2,1)= 1; 
O: O(2,0)=0, O(2,1) = 0; 
T: T(2,0)=1, r(2,1) = 0. 


{7,1,0,7} 为 A4 中 的 点 子 . 
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Ax À #|J 4 &) graph 映射 也 是 4 个 ，a1,92,03,94- graph 映射 
必须 把 点 子 送 到 点 子 , 箭头 送 到 箭头 . 并 且 箭 头 的 起 点 送 到 起 点 ， 


ay: ai(0,0) = a,G1,0) = 0, a;(0,1) = a,(1,1} = 1; 
fig |! a2{0, 0) = a2(D,1) = 0, @2{1,0) = aef1,1) = 1; 
ag: 43(0,0} = a3(0, 1) = a3(1,0) = 0, as(1,1) = 1; 


a4: aq(0,0) = 0, a4(1,1) = a4(1,0) = a4(0,1) = 1. 


(0,1) (1,1) 1 


(a, of 


(0,0) (1,0) 


{a1,@2,43,¢4} 是 44 PRGA. k A TAREE. 
0 


do . 
dod: T — À 2 — 
do (2) = 0, d,(2) = i, ' 
0 1 ~ 


1 ` 1 
dox lad xla: T x A— Ax AP T x AR À x 有 #6 的 两 个 
graph 映射 .对 i 二 1,2,3,4, 映射 的 复合 


a, o (do x la) 给 出 a; 的 起 点 ， 
ao (di x la) 给 出 ai 的 终点 . 
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aio (do X 1a) 
TxA Oa oe 


a, o (di x la) 
jon 


ai 


do x la 


Ax A 


> 


a, o (do x la mold x la 1 
a20 {do X lä 


)= 
) 
as ° (do x La) = 
) = 


aso ( (do x la 


1 


I, )= £; 
0, azo {di x la)= 1; 
0, ago(d) x la) =; 

y=. 


, ago(di x la 


所 以 


因为 1= 是 terminal object, 所 以 Ax1= A, Al — A, 
14=1. 


TxT=[], T^ ={], 
AxT=[--]. 


AP 的 点 子 ATT) ABT, KERMA T x T BJ AREA 
Bit; AT 的 篆 头 有 四 个 , 这 是 因为 大 Ax T S| A HENA mA. 


通过 相应 的 计算 ， 
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一 个 dynamical set xv 可 以 看 为 是 一 个 graph, 即 graph 
dg=lx 

X —+ X. 
1 二 tt 


Reflexive graph 也 是 一 种 graph. Reflexive graph 的 特点 是 它 
的 每 一 个 点 子 都 结合 有 一 个 loop, 如 下 图 


这 样 一 个 reflexive graph Y 也 包含 有 两 个 集合 ， 点 子 的 集合 
Yo. PANES Yi 以 及 三 个 映射 dodi: 一 Ya, t: Yh, 
148 — 4 AF RAYS Z YE BV R loop( 称 为 退化 了 的 稍 头 ), 并 且 满 
J dy oi= di oi=1y,- 

如 果 我 们 记 iodo = A, iodi = ði, ly, = 1. RH ð; o Ə; = 
(¿o di) o (¿o dj) = io (d o 2) o d; = io ly, ° d; = i odj = à;. 
Ay = {1, 00;01} 构成 一 个 有 单位 元 的 半 群 . Reflexive grahp Y X 
可 以 看 成 一 个 具有 右 Ai-action 的 集合 . 

因为 是 右 Ay-action, 所 以 我 们 将 A, 中 的 乘法 写 为 Q; o 0; = 
ai0:. 这 样 有 0.9; = D. 

HX 是 一 个 右 Aset, X x A — X. A, 的 元 素 作 用 在 X 
的 元 素 上 . WL X 中 的 元 素 都 看 为 稍 头 ， 而 90,0. 的 次 用 告诉 
RAN LNB AMAA. Me € X, rdo -> 2d). 

EM 3 X E- TE Aset. z€ X, HA rü = z = ri, R 
们 称 x 是 一 个 退化 了 的 (degenerated) 箭头 ， 即 一 个 点 子 . 

对 于 退化 了 的 箭头 , 我 们 很 多 时 候 就 用 点 子 来 表示 , W ADI 
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HB TABS. 让 X, = íz € X | zd =r — zü; HX PMA 
JT #. We X = Xi. MAT: Xo — X1, 99,91: X, — Xo. 

由 一 个 右 Aset 到 另 一 个 右 Aset 的 保持 A. action 的 映 
射 正 是 graph 映射 ， 所 以 reflexive graph 和 graph 出 射 的 范畴 正 是 
sa”. 

A, 本 身 是 一 个 reflexive graph: 

a000 = Oo = odı, 0100 = Ó; = 819), 所 以 dod 是 两 个 
AT. m 14 = a, 10. = hh, 1 是 一 个 连接 b 与 0, 的 箭头 . 
â: = 

将 一 个 graphX ¢ S4o 中 的 点 子 都 看 为 是 退化 了 的 箭头 ， 那 
Z X 是 一 个 reflexive graph. 但 是 SA? 中 的 映射 与 8 人 ”中 的 映 
HARAKAH SAP 中 的 映射 必须 把 点 子 送 到 点 子 , 箭头 送 到 
箭头 ; 而 在 SAT 中 的 graph 映射 则 把 点 子 送 到 点 子 ， 而 箭头 却 可 
以 送 到 箭头 或 点 子 (退化 了 的 箭头 ), 所 以 只 会 一 个 点 (退化 了 的 箭 
头 } 的 reflexive graph 是 SAY” 中 的 terminal WR, 1= m: 

这 样 在 一 个 reflexive graph Y 中 点 子 (dot) 正 是 所 谓 的 点 {point )， 
好 由 1 到 这 个 reflexive graph 的 喘 射 所 以 点 对 决定 一 个 graph 并 
不 起 很 大 和 作用， 决定 一 个 reflexive graph 的 是 箭头 ， 即 由 Ad FY 
的 映射 Sar (A1, 了 了 ). 

对 reflexive graph SA 也 有 

连通 分 支 函 子 m: Se — S, 

discrete graph HF discrete: S 一 S41", 

以 及 点 的 函 子 pt: Sô” -— S. #H za 是 discrete 的 left adjoint, 
discrete 是 pt 的 left adjoint. 

对 于 reflexive graph, 除了 discrete graph M T>, A codis- 
crete graph M F, codiscrete: S — S41". codiscrete graph 是 一 种 
极端 连通 的 graph. 它 的 每 一 点 都 与 另外 一 点 在 两 个 方向 上 相 联 . 
例如 ， 三 个 元 素 的 codiscrete graph 
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Z ` 


codiscrete graph 的 极端 对 称 有 序 实 际 上 成 为 一 种 混沌 (chaos). 这 
是 四 为 从 中 得 不 到 任何 有 意思 的 信息 . 
定理 2 AT pt 是 孙子 codiscrete 的 left adjoint. 即 有 一 一 自 
pt(X)— B ESH 


X —— codiscrete( B) 在 S41” 内 

这 是 因为 refiexive graph X 的 每 一 个 点 子 都 是 点 ,而 
codiscrete( B) 是 极端 连通 的 . AHE X E] codiscrete( B) 的 一 个 graph 
REX 的 点 子 的 集合 到 集合 B 的 一 个 性 意 上 映射 . 这 与 codis- 
crete 拓扑 空间 的 情形 一 样 . 

Reflexive graph 范畴 5S:” 有 很 多 很 好 的 铂 质 ， codiscrete 
graph 的 存在 是 其 一 ， 下 面 便 是 另 一 个 

定理 3 HAMAS ro : SAY — S 保持 乘积 即 m. (X x 
Y} mol X) x mo[Y ). 

这 是 因为 ， 若 X, Y 是 reflexive graph, ti tay, y Æ X. Y 
内 分 别 被 ey BH, 209 = zi, 2d) = 22; ydo = yi, yO = yz 
在 乘积 X x Y 中 由 zry y 产生 的 四 个 点 子 是 连接 在 一 起 的 
(£1: 22, 92 是 退化 了 的 箭头 ). 

(21:92) (wy) (22 Ya) 


co] on [ea 


(21,91) (2,43) (£2, Y1} 
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而 graph MEW MBF m: SA 一 + S JEE en. JJ 


w, IT- 一 :| 有 一 个 连通 分 支 ， 而 了 x 了 工 = 有 三 个 连 
通 分 支 . 

Reflexive graph A, 二 一 | HRE A x A, HALTE 
素 ， 即 九 个 箭头 ， 其 中 四 个 是 退化 了 的 ， 应 用 ðo x Oo, 0: x ó, 于 
另外 五 个 箭 关 ， 给 出 它们 的 起 点 和 终点 ， 


常量 集合 的 范畴 S AA AUR Oltruth value object}, N MAK 
为 subobject classifier. Æ S PO BA PIR HRS O = 2 = (rt, f), 
t 代表 真 (true), f 代表 假 (false). X 是 一 个 集合 ， X 的 一 个 子 集 
AMMT—TM X BO Meat 
. _ ft, #z€ A 
pa: X — Q, oa)= {7 车 
这 就 是 说 ， 下 面 的 图 形 是 一 个 pullback 图 形 


A——— X 


| Š F 


1 全 


Wi, RSX 的 子 集 一 一 对 应 于 X AORN, Be 
OX =2X MA X 的 子 集 的 集合 . 

变量 集合 的 范畴 也 县 有 这 一 性 质 , 因 为 它们 是 一 般 化 了 的 (gen- 
eralized) 集合 论 ， 即 topos. 变量 集合 dynamical sets S X , graphs 
S46", 和 reflexive graphs Sa” #2 LS. 它们 都 是 topos. 
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— ooo 


C 是 一 个 范畴 , H Yoneda 引 理 ，C TARA T 8 T fk SC, 
Cec, C(—(—,C) BCE SM-TREMT, C(—,C) e SC”. CH 
一 个 sieve R, B| aT C(—, O) 的 一 个 子 函 子 ,. 具 有 性 质 : 对 C ih it — 
WR B,R(B)CC(B,C); #9: B — C, gE R,WH- f: AG 
B. 那么 有 go 了 € RA). HC PARC, BEIM SC" HHH A 
WH 0, O(C) 是 C WH sieve HHS, UCO 子 对 象 的 集合 ， 老 
a: BoOCACH TRH, RA Oa): AC) 一 OB) 作用 如 
F: QR =a (R) = {4 B| 4-5 BC, ao f e RJ. 
ALLA FE E 5S” 中 的 一 个 pullback 图 形 . 


a (RB 


| | 


R C 


特别 ,车 范畴 C = M 是 一 个 有 单位 元 的 半 群 (monoid), Bl M 
是 只 会 一 个 对 象 的 范畴 ， M 中 的 元 素 都 是 这 个 对 象 自 到 自 的 映 
H- 这 样 这 个 对 和 象 的 一 个 sieve EAM 的 一 个 右 理想 M 的 所 有 
右 理 想 的 集合 人 H 也 是 一 个 右 M- 集 , MERTER SY” 的 一 个 对 
象 . E REM 的 一 个 右 理想 ，m 8 M. Rm = íz € M | mz € R) 
也 是 M 的 一 个 右 理想 . 

例如 M = (N,+,0). N 的 右 理想 ( 即 理想 ， 固 为 N BTR) B. 
有 形式 元 = [z € N | z 2 ni, f ñm = (z € N | m+ z € 68] = 


Hi m<n oe ge RPGR. WAS o. BA 
O=N, men. 


在 dynamical sets 的 范畴 sv = sxs” 中 f RF L 


M={COb-1l+2e-.- eRe ntle--0 O J. 
Q 具有 两 个 国定 点 ， OCR) 与 co( 假 )， 
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Ta" waw Yd 


xi 是 一 个 dynamical set, A RR: X 的 一 个 子 系 统 (sub dynam- 


ical set). 
— 
fod 
A aot 
_: 
x 
tsja, . 
` e 
VT) 
c 


pa: X — 0, ¥ A BR O, Hs dynamic t 永远 无 法 到 达 
A RREA a,b,c SME] oo, MAA dynamic t 作用 n RIA A 
A FA BR m, 如 oA (d) = 4, pale) = 2. 


Q= {0,1,2,--+, 00} 中 ， N=0 代表 百分之百 的 真 ， 0 代表 
百分之百 的 假 ， 而 其 他 臭 值 代表 在 完全 真 与 完全 假 之 间 的 某 种 真 
实 程度 . 


有 单位 元 的 半 群 Al = {1, 00,01}, 0,9; = ði, i= 0,1. Ay 的 
AHA 5 个 ， Q = {¢, {4a}, {81}, {00, a1}, Aa}, 其 中 Al 与 $ 是 
固定 点 ， 即 是 退化 了 的 箭头 . 


{00}80 = {z € Ay | dor = Bo} = Ar, 

{do} = {2 € Ay | 12 = do} = Q; 

{01}05 = (z € Ay | dz = 3, } = %, 

Ia = {z € Ay | 0.2 = ð} = Aj; 

{80,41 }ðo = {z E Ay | dor € {49,013} = Ad; 
{ðo ð }01 = {z € Ay | hz € {80, 01}} = Au. 
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A hah DÑA.———— - 


pa: X 30, 
pata) = Ai; 
pa 将 不 在 下 内 的 点 子 及 与 ACK AAR o; 
将 与 A 有 关 的 稍 头 (但 不 在 A A), 
pala) = e(d) = {01}, 
pa(b) = {20}, 
pale) = {00, a1}. 
graph 范畴 SAY, Ao = {TA}, 范畴 Ao 有 两 个 对 象 了 5 
A. UTP) = {6,17}, k Q JA. QCA) = (4, {do} {d1} {do d1}, 
la}. 
{do} 
Q(A) — AF). 
Ndi) 
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Qdo), Ndi) 由 以 下 的 pullback 图 形 给 出 ， 傅 如 对 {do} € MA), 


ir {do} br —— {do} 
| | | | 
CO T) CA) C(.,T) CL A) 


da 


R(do)({do}) = tr, Udd P) = ér, 对 QCA) 中 其 他 元 素 做 
同样 的 计算 ， 


id 
{d1} A {do di} 
n= $, ws A 
{dog} Tn 


X 是 一 个 graph, A 是 X 的 一 个 子 graph. 


GN 


pa: X — Ñ. pa HA PHATRA ir, A 中 的 第 头 映 到 
la; ga AHMAR ffl] Or, 将 与 A ERBER ba. 而 对 
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fe TT te ee 


与 4 有 关 又 不 在 AAR RHA, Jin 


pala) = palh) = (hy. 
pale) = {dod}, ald) = {do}. 


KT BBX JU BERS BU Wy SY, SAF, 以 及 SS” 的 真 
HHS Q BRB Ae. X 是 一 个 dynamical set, BË graph, 或 
reflexive graph, A 是 X 的 一 个 子 系统 ， AEX PKR, X\A 
HAH RX HI RSE. 

# monoid M 是 一 个 群 G, 那么 G 的 石 理 想 只 有 两 个 ， 由 与 
GAR. 这 样 右 G-set 的 范畴 SO" BAAN. A 是 G-set X 
的 子 系统 ， 定 义 Ads X\A= {2 € Xar A}. WË 一 4 是 一 个 
G-set: z € `A, Horg € A. AH g zg: g! = z(gg !') = z € A, 
这 是 一 个 矛盾 .所 以 zg eA, X = AURA, 

Graph 在 邮 路 问题 与 网 络 线路 问题 上 有 不 少 应 用 .例如 一 笔 
画 的 问题 等 疝 于 在 一 个 有 ”个 元 素 的 集合 X 上 是 否 存在 一 个 到 
上 的 dynamic t: X — X, 使 得 从 某 一 点 to HA, € ks <n, 
k #8, 有 tb(za) Z t" (ao). 

Reflexive graphs SAT 给 出 了 很 重要 的 一 类 范畴 的 一 个 简单 便 
子 ， 即 作为 空间 的 范畴 .因为 连通 分 支 函 子 ro ; SO" — 8 保持 
乘积 ， 所 以 可 以 在 reñexive graph LEN Hie (homotopy). 

X,Y 6 $4), XX WY MHM ACB [X,Y] = m(¥*). 
这 样 就 有 了 reflexive graph 的 同 伦 范畴 ， 对 象 是 reflexive graph, 对 
RAY CMM ASA BEA (XY). 映射 之 间 的 合成 


[X, Y] x [Y, Z] = no(¥*) x mo(2Y) 
~ ma [Y 2 x ZY) — wo(Z*) = IX, Z], 


这 里 YX x ZY 一 3 ZX 对 应 于 两 次 应 用 evaluation 映射 ev， 


YY x ZY —, ZX 
Xx YX x ZY wed y x ZY —, Z` 
evxloy ev 
这 样 有 以 下 果子 的 可 搞 图 形 
Is] 


sas reflexive graph 


的 同 伦 范畴 


N Z 


可 以 证 明 ， X 是 contractible 当 且 仅 当 对 任意 A, [A,X] = 1, 
MASE RRA X xi 因此 天 是 连通 的 ,那么 [1, X] = 1. 
但 连通 的 并 不 一 定 是 contractible. 


46 maY“) 看 为 discrete graph, WA reflexive graph 的 同 伦 范 
B$ enriched fi RR. 
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第 13 章 


变量 集合 的 范畴 topos, 
范畴 化 逻辑 及 其 应 用 


这 一 章 包 括 以 下 几 个 小 节 ， 

L 常量 集合 的 范畴 S 与 变量 集合 的 范畴 topos, 
2. topos 与 范 团 化 逻辑 ， 

3, 独立 性 的 证 明 ， 

4， 伐 数理 论 ， 儿 何 理论 ， 与 分 类 topos. 


81 常量 集合 的 范畴 S 与 变量 集合 的 范畴 topos 


常量 集合 的 范畴 5 是 ZFC 公理 集合 论 的 模型 ， 1964 年 Law- 
vere 在 “An elementary theory of the category of sets” [4] 中 提出 入 
条 一 价 怒 辑 的 公理 ， 由 这 八条 公理 可 以 完全 刻画 常量 集合 范畴 S. 
声 是 说 ,一 个 范畴 车 满足 这 八条 公理 则 等 蛋 于 (equivalent to) 集合 
的 范畴 S. 

以 下 是 这 八条 公理 . 

公理 1 AAA RIM (product) 与 有 限 和 (coproduct), 特别 
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£ = IRA terminal 对 象 1, 空 集 的 和 initial HR 0; 任意 两 个 
映射 A £ B 具有 equalizer 和 coequalizer. 
a 


注 1 公理 1 等 价 于 有 限 极限 与 有 限 上 极限 的 存在 . 

由 于 有 了 terminal 对 象 1, 于 是 可 以 定义 一 个 对 象 的 元 素 . 

定义 1 HRA 的 一 个 元 素 z 是 由 terminal 对 象 1 到 A 的 
一 个 映射 2: 1 — X, WA z € A. 

公理 2 KERR, Bib S E|] 8 fr. A.B 是 任意 两 
个 对 象 ， 函数 空间 BA 也 是 一 个 对 象 ， 并 且 AxX 一 B 一 一 自 
然 对 应 于 X — B4, RAK AE WR, 我 们 用 以 下 记号 表示 这 


x X — B 


—— ti A OCOT 5 3 A 
自然 对 应 A. RT Ax mT ()4 的 
left adjoint. 

注 2 BAS] BA 的 元 素 1 — B4 一 一 对 应 于 ABH 
映射 LB 

A—B 


公理 3 在 在 自然 数 对 象 N. N 具有 元 素 0: 1 — N, suc 
cessor RAY s: N — N, 具有 以 下 性 质 ， 对 任意 对 象 X, 以 及 映 
射 1 -2 X > X, 存在 唯一 映射 f : N — X, 使 得 f(0) = =, 
fos=hof, BID F ELE TH 


公理 4(1 是 generator) f,g: 4 — B KR T B 91. £ f Z g, 
那么 存在 4 的 元 素 z € A, f(x) Z gle). 

公理 5 选择 公理 ) f: 4 一 吾 是 一 映射 . 若 f Bu M R A 
具有 元 素 ， 那 么 存在 号 射 9 : B — A, RATER fogof =f. 

公理 6 EARE ritil 对 象 ， 那 么 À 具有 元 素 . 
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公理 了 A+BOAH Bl. 若 zE Aq B, RZ z€ À BÉ 
xe B. 

公理 8 存在 具有 多 于 一 个 元 素 的 对 象 . 

注 3 选择 公理 独立 于 其 它 七 条 公理 . 让 产 为 偏 序 集 与 保 序 映 
SE. 那么 天 满足 除 公 理 5 以 外 的 七 条 公理 . 不 满足 公理 5 的 
fl: NA BRB, EXN = NOU(ocol, n < co, Vn € N. f Ë N 
到 N> BARRA, / CRP OR. 而 We 到 N 的 任 一 保 序 映射 
9 将 oo 送 到 一 个 固定 的 n. KRHA m > n, fim) = m Z fogo f (m). 

由 于 自然 数 对 象 的 存在 ， 可 以 证 明 以 下 递归 定理 . 

定理 (BEM) A 是 一 个 对 象 . Ha: 1 一 A, 和 
u: NxA— > N, FER f: N — A, f0) = a, f(n+1)= 
u(n, f(n}). 

BEM Gg: Nx A—+NxAH gina) = (n + l,u[n,a)), H 
N HELETE EHD: NON x A. 了 正 是 满足 定理 要 
求 的 映射 . 

EX2 有 4 是 瑟 的 一 个 * 子 集 ” 当 用 仅 当 存在 4 到 的 一 个 
monomorphism j: A+ X. X 的 一 个 元 素 z € A 当 且 仅 当 存 在 
z: 1 — A, joer 


T 


A 
—. [3 
x 
GÓ BARA i: 1— itl, i: 1— 1+1 JER 1+1 的 
两 个 不 向 的 元 素 ， 并 生 1+1 具有 这 两 个 元 素 . 


定义 3 4 是 针 的 一 个 子 集 ，4 的 特征 函数 wa 是 基 到 1+1 
的 一 个 映射 pa: X 7141, RARER: 以 下 方形 


198 


2 
A —— Xx 


| ; | =: 


1 


1+1 


是 一 个 pullback HÆ. (在 1964 年 的 文章 中 ， Lawvere 的 定义 是 
fa 具有 性 质 : 对 X 的 任意 元 素 m. ea oz = i 当 且 仅 当 > E A. 这 
-ARAT pullback 图 形 的 要 求 . 但 是 当 我 们 定义 了 广义 元 素 之 
后 (第 二 节 ), 这 两 个 定义 是 等 价 的 . ) 

注 4 由 于 equalizer 的 存在 ， 关 到 + 十 1 HERI o: 
X— 1+1 HAF X 的 ~ 个 子 集 ， 因 而 wp 是 一 个 特征 函数 . 

命题 2 区 的 企 一 子 集 具有 特征 函数 ， 

证 明 见 f4]. 

于 是 可 以 称 1 十 1 为 子 集 的 classifier. 

公理 二 公理 2 以 及 任 一 对 象 X 的 子 集 一 一 对 应 于 人 到 1+1 
的 映射 . 这 正 是 topos 的 三 条 定义 . 而 1+1 ATR classifier 等 价 
于 这 一 topos 是 布尔 的 . 

Lawvere 研究 常量 集合 的 范畴 S 的 公理 化 是 为 了 了 解 变 县 案 
合 与 常量 集合 的 共同 性 与 特殊 性 , 进而 公理 化 变量 集合 的 范畴 . JL 
和 何 中 的 各 种 结构 如 代数 和 能， 复 盖 空间 , E (sheaf), 纤维 从 等 都 是 变 
量 的 集合 . 

通常 研究 变化 运动 的 事物 ， 我 们 总 是 先 将 其 孤立 静止 到 常量 
HRA, RULER, PZLERAHARK. Ae BERE, 
本 身 是 一 档 一 格 静 止 的 照片 ， 快 速 放映 起 来 就 成 了 送 动 的 电影 . 
Lawvere 的 思想 是 ， 世界 本 身 是 变化 的 相互 联系 的 . RAKES 
把 变化 着 的 联系 着 的 事物 直接 作为 学 习 研 究 的 对 象 ， 而 不 必 总 是 
回 到 静止 和 孤立 的 常 重 集 合 中 去 、 变 量 集合 的 范畴 本 身 就 是 一 个 
universe, 我 们 可 以 在 其 内 直接 艇 迎 辑 、 推 理 、 以 及 各 种 数学 构造 . 
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Grothendieck 注意 到 一 个 拓扑 空间 的 开 复 盖 族 的 性 质 , 提出 了 
一 个 小 范畴 C 上 的 拓扑 的 概念 . C 是 一 个 小 范畴 ， 了 是 C 中 
对 象 的 一 个 “ 开 ” 复 盖 族 称 为 C 一 个 Grothendieck fith. AC E 
一 个 拓扑 空间 的 开 集 构成 的 poset, 那 原 空 间 的 开 复 盖 族 构 成 一 个 
Grothendieck 447}. 我 们 可 以 构造 (C, 7) 上 sheaf 的 范畴 sh(C, J). 
任 一 范畴 等 价 于 sh(C, J) BA Grothendieck topos. 

Giraud 公理 化 了 Grothendieck topos, 给 出 以 下 的 等 俐 定理 . 

定理 2(Giraud) £ 是 ~ 一 个 范畴 ， 以 下 两 条 等 价 . 

1. £ 是 一 个 Grothendieck topos. 

2. £ 满足 以 下 条 件 . 

(1) € has finite limits. 

(2) £ has all set-indexed coproducts, and they are disjoint and 
universal. 

{3} Equivalence relations in £ have universal coequalizer. 

(4) Every equivalence relation in £ is effective, and every epi- 
morphism is a coequalizer. 

(5) £ has small hom-sets. 

(6) € has a set of generators. 

常量 集合 的 范畴 S 可 以 看 为 是 一 个 元 素 的 拓扑 空间 上 的 sheaf 
的 范 酶 ， 

1971 年 Lawvere 和 Tierney 在 研究 了 Grothendieck topos 之 
后 提出 elementary topos 的 概念 . 

HM 4 £ 是 一 个 范畴 . 若 上 满足 以 下 条 件 ， 那 么 £ 是 一 个 
topos. 

1. £ RARER. 

2. E 是 卡 氏 积 闭 全 的， 这 是 说 ， 对 E MER X. MAE 
Bl (X; £ — £ RIS ()x Xs € — E B right adjoint. 

3. £ HA FRR classifier N, 即 对 £ 中 任 一 monomorphism 
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OO OIR TAT EI Ef oe le 


a: A> X, a HRERS ga: X — 0, 使 得 以 下 图 形 为 一 个 
pullback 


这 里 +t: 1 — OKRA. 
Topos 即 是 公理 化 的 变量 集合 的 范 栈 ，Topos 包括 Grothendieck 
topos, FFA MRS WH S 是 一 个 topos. 


82 Topos 和 范畴 化 逐 辑 (categorical logic) 


经 典 逻 辑 或 二 值 逻辑 是 建立 在 常量 集合 的 范 栈 S 上 的 .一 般 
topos 是 变量 集合 的 范 栈 ， 变 量 集合 的 逻辑 是 多 值 逻辑 . 称 为 intu- 
itionistic logic. 这 里 借用 intuitionistic HAZ, FWE A pi BA 
topos 的 还 辑 与 Brouwer 为 代表 的 崔 心 的 intuitionists 的 逻辑 在 某 
些 方面 的 一 致 只 是 一 个 偶然 的 重合 ， 

X 是 一 个 常量 集合 ， X 的 一 个 元 素 = € X 是 从 一 个 元 素 的 
集合 1 到 X -ARH x: 1 — X. 一 个 常量 的 集合 可 以 完 
全 由 它 的 元 素来 刻画 ,但 对 变量 的 集合 (或 非常 量 的 集合 ), 这 却 是 
RBH. AMX 是 一 个 几何 空间 ， 要 了 解 X 我 们 需要 知道 关中 
的 各 维 图 形 ， 而 不 只 是 O 维 图 形 {点 )1 一 X; 我 们 需要 了 解 一 维 
图 形 (线段 ) h OX, 这 里 五 是 单位 区 间或 任意 有 限 闭 区 间 ; 二 
维 图 形 五 — X, L, REBAR, -n 维 图 形 
L, — X, 是 任意 简单 有 限 闭 n SA. 

这 样 需要 将 常量 集合 的 元 素 概念 推广 X 的 一 个 元 素 ( 广 
XE, generalized element) 是 一 个 隐 X 为 codomain 的 映射 
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a: T —— X, WÄ z £ X. f domain 为 terminal HA r: 1 — X, 
称 这 样 的 元 素 为 global element. 4 是 X 的 一 个 子 对 象 (FR) 即 
存在 A B) X j-i monomorphism ja: 4 一 天. 大 的 一 个 元 素 
TEX rEeA MAW 4H a: T — A, HA ja on = r 


a 


DN ! 


T 


车 jp: B — X j& X WJ — TAS. 那么 À C B 当 且 仅 当 
存在 9: A— B, 3Ë B. ja = ja ° g 


g 


B 


Z 


A 
dA 
x 


这 样 我 们 有 了 所 熟悉 的 e,G 语言 . 

WX 的 子 对 象 的 集合 为 sub(X). sub(X) 是 一 个 poset, HL 
MeN, sub(X) = E(X, N), RB X WS MRA YO KE 
#. ATW sub(X) UEN 的 性 质 与 结构 ， 我 们 需要 以 下 两 个 
有 关 topos 的 林 本 定理 . 

定理 Topos E 中 的 任 一 映射 下 : 天 -一世 可 以 分 解 为 一 个 
epimorphism 与 一 个 monomorphism 的 复合 


—_ 
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W 4) AE FE IA A FEA. w — r WR BO S. Sy AR (image 
factorization). 

定理 4 £ A topos, f: X — Y BE 中 一 个 映射 . 
5 诱导 的 pullback MT ft : £/Y — EIX RAR adjoint, 

: EJX —+ €/Y K f° H) left adjoint, Ily: €/X — €/V E f 
right adjoint, 并 且 f* 是 logical FFA RER, BRS, Pi 
ARTHA classifier) 

Blin, 3 £ = S 为 常量 集合 的 范畴 ， comma 范畴 或 slice 范 
We S/X 中 前 尾 一 对 象 : hi AK, 可 以 看 为 是 以 X 的 元 素 为 
指数 (index) 的 子 集 族 


h= {hy |E X} ha =W (x)= ae A| Ala) =s}. 


Bg: B—Y REY 中 的 一 个 对 象 ，g = {g| y EY} B 


A 
f" (9). = gfir) 
X (h) = [| oe “Se fle) =y" 
fT)=H 
Hí [[ a “ve f(z) =". 
fizj=y 


AA Ty 具有 left adjoint f*, 所 以 Ty 保持 monomorphism, R 
fal Ty 于 sub( X), 我 们 得 到 Vz: sub( X) 一 sub(V). 


y (h) = fok: À — X — Y, R f o h 的 象 分 解 iz 
Im f oh = 3/(h). 


FRA 
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J; 是 f" 的 left adjoint, f* 是 Il; R left adjoint， 特 别 对 投影 
fFHlly: XxY — Y, # 


sub(Y) 


sub(X x Y) 


Yip = Vx 


定理 5 sub(X) 是 一 个 格 . 


EMR 桓 等 映射 1x : X HX BRAD, 0:0 — X BE 


小 元 . 
ja 及 一 及 ,jp: 晶 一 六 是 外 的 两 个 子 对 象 。 它们 的 
pullback BIBER. ARE, AMA A+ B. 由 和 


的 universal HEAR, FA A+ BBX WMH: APB — X 
A+B B 
Ja 


BMT = ABH. Hr: A+B -— X 的 象 分 解 , A j4 jB 


is 


A x 


的 并 . 
A+B Ë x 
` . 
Imr= AU B 
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EFT ra: Sam ee eo e 


通过 直接 计算 可 知 ， 如 上 定义 的 运算 确定 构成 一 个 格 . 

我 们 知道 0 E topos £ 的 真 值 对 象 . 常量 集合 的 topos S HE 
As 全 =2=1+1, 而 对 一 个 一 般 topos 的 公有 以 下 定理 

定理 6 人 是-- 售 internal Heyting algebra. 

WEAR 24: 1 一 > 总 是 最 大 元 ， 了: 1 一 Q 是 最 小 和 元， 这 
E f 0 — 1 的 特征 函数 ， 而 f HAETAAN NOOR 
negation; (tf): 1 —, f x 0 WER K E PR A: Q x Q — ft; 
ixt: lx1— f xf ly tx 1: lx — ( x Q ws, CH 
FERREE G HAR V: Q x Q — Q; Bi => 是 Q 的 序 关系 
m ERIAS. REFER Ny 是 equalizer f — f x = Q. 


RIAH A EELEE X By t f, a, A V = 满足 Heyt- 
ing AA BER. 

推论 HE sub(X) = £(X,Q), 所 以 sub( X) 是 一 个 Heyting 
代数 (external), 而 2 是 一 个 internal Heyting (UR. 

Topos 中 的 逻辑 是 所 谓 的 intuitionistic type theory. Topos £ 
中 的 每 一 个 对 象 X 是 一 个 类 型 ， 类 型 X 具有 可 数 多 个 变量 z, 记 
Wa: X, Mock, 表示 Zz 是 以 六 为 类 型 的 变量 .的 解释 是 闫 
到 X 的 恒 等 映射 1x : X — X. 每 一 个 变量 是 一 个 项 (term). 一 
个 一 般 项 含有 自由 变量 以 及 具有 类 型 (type). 例如 项 s 具有 自由 变 
E y,z,u, 以 及 类 型 X, WRIA sy, z, w) € X, WI s 的 解释 是 映射 
s: Y x Z x W — X. RAO 为 类 型 的 项 称 为 公式 (formula). 

项 有 如 下 构造 法 . 

1. 车 s,t y| E pl X. V 为 类 型 的 项 ，s :UU 一 Xt: V — 
Y, EZ (s,t): Ux V — X xY, (s,t) EA X x Y 为 类 型 的 项 ， 

2. 车 s,t WEL X 为 类 型 的 项 ， 那 么 s = t 是 以 0 为 类 型 的 
项 ， 即 是 一 个 公式 ， s = t+ 08 U VU yx x 2 Q, k 
里 fx 是 对 角 线 映射 A: X — X x XX 的 特征 函数 . 
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3. 8 是 一 个 以 长 为 类 型 的 项 ， 了: X — Y 是 5 中 的 上 映射， 
MA fos: U DX -LY 是 以 Y 为 类 型 的 项 . 

4.3: U— X, t: VoOY* 是 项 WA ts) 是 以 了 为 类 型 
的 项 ， t(s): U xV @2 yx YX SV y WE ev: XxYX GY 
称 为 evaluation 是 lyx : Y¥ —+ YX 的 transpose. 

5. z 是 以 天 为 类 型 的 变量 ，s : Xx U 一 } Y 是 一 个 项 ,那么 
Ags 是 一 个 以 Y* HW Ars: U- Y XxU— Y 
的 transpose. 

对 公式 定义 有 二 元 运算 AY 一 >, 和 一 元 运算 —. 让 p, AS 
x, e: X — f 0: Y — n 那么 

pay: Xx¥ Saxasoa 
eve: XxY Enn >g 


(0) 


pau: xXxy PW Q x 0 = 0 


ay: X SQ Q 
p(z,y) : X xY — Q, Veexplr, y) HEFE 
y —, p* >=, o, 

而 Sexe(t.y) 的 解释 是 了 — QX B p, RE Yal 分 别 是 
X — 1 #29 Q — NY 的 internal right adjoint 和 left adjoint. 

一 个 公式 yp: X 一 全 对 应 于 三 的 一 个 子 对 象 (z | pir) v 
为 真 ， 当 且 仅 当 只 对 应 于 X 的 最 大 子 对 象 Ix. o ARIA EF o, 
或 F o. 特别 对 于 闭 公 式 op 33 H ZM o= t: 1 — Q. 

AMAR Vecx pls, y) S expl y AMTER. {2.9 
pley) BX x Y 的 子 对 象 . 应 用 adjoints Vr, = Yz 3ny = 3, : 
sub(X x Y) —*sub(Y ,我 们 得 到 与 V.c xe(z,u), deex lz, y) 相对 


应 的 Y ATHA vedle, y) ] pley} a.((z.y) | yie y} BB DI F 8 
个 方形 均 为 pullback FA. 
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Ve{(z, viola, — Y 


| | Veexvlz.y} 
k 


1 — i 


3a,l(z,yy)ke(z.u)) 


y 
| | Ize x elt, y) 
n 


1 


下 于 中 的 存在 ， SC 的 相应 定义 ， 在 topo 中 ， 我 们 可 以 像 
EEG HT S 中 那样 做 通常 的 推理 证 明 ， 只 是 需要 注意 不 要 用 
到 反 证 法 ， 这 是 因为 排 中 律 在 topos 中 一 般 不 成 立 ， 而且 不 要 用 到 
选择 公理 ， 下 而 是 几 个 应 用 范畴 化 逻辑 的 例子 . 

£ 是 一 个 topos. f: X — Y R. £ 中 的 一 个 映射 以 下 这 几 
个 命题 都 是 对 的 . 

命题 3 了 是 一 个 monomorphism, 3 AR 14 


E Yoiex Vx ex lf (21) = f(zz2) -21 = a2). 
命题 4 f E— F epimorphism, 当 且 仅 当 
E vyer 3;ex(J (z) =y) 


命题 5 FE Vex3lvevelz,y), WAFERS f: X — Y, 
使 得 F Viex ela, f(z)). 

Topos 的 逻辑 语言 在 sheaf 构成 的 topos 中 有 自然 的 类 似 于 在 
集合 的 topos S 中 的 语义 解释 例如 £ = SU” 这 里 U 是 一 个 
拓扑 室 疗 的 开 集 构成 的 偏 序 集 ， p(x) 是 一 个 公式 ， 售 有 自由 变 
# z ë X, BA {x | w(x}} BX UAPR, B X 的 子 sheaf. 
a: U — X, Bila € X. 由 Yoneda 引 理 , 作 为 集合 六 (UV) = £ (U, X), 
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a € XU). 这 样 ，aE {e| elh SHRM a € (z | p(x)}U). 我 们 
it a € (z | pla HU) 22 U Ik pla) #& IF o(a). 

对 于 复合 的 公式 有 以 下 自然 的 解释 . 

1. IF pla) A bla) 34 AR IF pla) 并 且 I pla). 

2. It pla) V wa) 当 且 仅 当 存 在 U 的 一 个 开 复 盖 (U, > UY, 
对 任意 7, Ik plaa) 或 IF (asi). 

3. lt (g(a) = pap 当 且 仅 当 对 于 任意 g: V — U, # 
iF plag), 那么 IF (ag). 

4, Ik — (a) HA RAB g: V — U, IF plag), Ba V = é. 

5. p(z, y) 有 两 个 自由 变量 , 对 于 aeE XU), IF Iyela, y) BAR 
EE U 的 一 个 开 复 盖 (U, t U), by € Y(U), 使 得 plaa, bi). 

6. I vypla yp) 当 且 仅 当 对 任意 9: V — U 以 及 任意 五 < 
Y(V), IF plag, b). 

这 个 语义 解释 对 任 一 Grothendieck topos sh(C, J) 都 是 对 的 . 


83 独立 性 的 证 明 


利用 topos, 可 以 证 明 选 择 公理 独立 于 连续 统 假 设 ， 选 择 公 理 
独立 于 ZF 公理 系统 ， 这 两 个 独立 性 的 证 明 都 依赖 于 topos 内 的 扼 
扑 结构 , 这 里 我 们 首先 介绍 一 个 topos £ 中 的 拓扑 的 概念 以 及 相应 
于 这 一 拓扑 的 sheaf 的 topos. 

X ETit, U E X 的 开 集 构成 的 poset, 因而 是 一 
个 范畴 ， X 上 的 sheaf 的 范畴 sh(X) 是 孙子 范畴 80” 的 一 个 子 
范畴 ， sh( X) 和 SU” 均 为 topos. 

拓扑 空间 A 上 的 sheaf 是 建立 在 开 复 盖 的 概念 之 上 的 ， U 
是 X 的 一 个 开 集 ， {lv : U — U) 是 U BJA RR: E 
(U, — Uh R U 的 一 个 开 复 莱 ，V C U, 那么 {UiNV — VY Æ 
V-ARR; (U, 一 U) RU -AREE {U > UY. 
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R U H- POE TRIK. AMER U, — U, IU, n U, — U). E 
U, 的 一 个 开 复 盖 ， 那 么 (U, — U). 是 已 的 一 个 开 复 盖 . 

推广 了 开 复 盖 的 这 些 性 质 ， Grothendieck 提出 了 一 个 小 范畴 
C 上 的 拓扑 的 概念 . 

由 Yoneda 5|#, C 中 任 一 对 象 C BRT 5355 “的 一 个 对 
象 ，C 在 8S ”中 的 子 对 象 称 为 C 的 sieve. # C = U, WA U H 
一 个 开 复 盖 是 5 的 一 个 sieve. 

范畴 他 上 的 一 个 Grothendieck 拓扑 是 一 个 C rh 538 BJ sieve 
Ée J. 对 人 中 任 一 对 象 口 , IC) 是 局 的 sieve i—i, HC) 
中 的 sieve BRA C 的 一 个 复 盖 这样 JC) 是 C) 的 子 集 XC) 
是 C 的 所 有 sieve 的 集合 }. J WALLER 

1} {te} € J(C). 

2) Re J(C), 对 任意 1: B — C, f*(R) e J(B). 这 里 f(A) 
Æ pullback 


F(R) B 


| E 


RS C 


3) R € J(O), 5 Æ C 的 一 个 sieve, 车 对 任意 ge R, g: B — 
C, g*(S) € J(B), BA S € J(C). 

F e 8Y”, U € U, (U) 是 区 的 一 个 开 偶 盖 ， 开 的 一 个 
compatible family 是 一 族 元 素 s; € F(Ui), 3F B. silu.nu, = silnou,- 
进而 ， F 是 一 个 sheaf, 若 对 任 一 这 样 的 compatible family 存在 
a€ F(U), # B. slo, = si. 

EFR SC” 中 的 对 象 称 为 presheaf，Presheaf F 的 一 个 
compatible family Æ XWF: C R C 8J— OTSR, Re JIC) E 
C 的 一 个 复 盖 ， 对 9 e RA), Bg: AC, FE FIA) 中 的 元 束 
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Ti rr 


7(9), WATER: 车 f: B— A, 那么 (go f) = P(f)(r(g)), 就 是 
说 以 下 方形 可 换 


+ 


R(A) F(A) 
| of | FU) 
R(E) — — F(B) 


WE i + BRB F Bi — F oR, 
RH, F #(C,J) 上 的 一 个 sheaf, 车 对 任 一 RE J(C), RF 
六 的 一 个 自然 变换 R — F RAM —-PR C — FP, 


Ro. F 


LA 


C 


(C,J) 上 的 sheaf 以 及 它们 之 间 的 自然 变换 构成 3S5 ”的 一 个 子 范 
HF sh(C, J), sh(C, J) 也 是 一 个 topos， 

£ =sh(C, J), 由 Grothendieck 拓扑 定义 中 的 第 二 和 条， 了 R Q 
的 一 个 子 对 象 ， 即 J 有 特征 函数 了 了: Q — O. WF S € AC), 
je(8S) ={g: D — C |g*(S) £ KD} BR jo(1c) = lc; PHA 
接 证 明 jc o je (8) = jc (S), 并 且 je(R YS) = io( RO jols) 这 样 
Lawvere-Tierney 所 出 了 一 个 topos £ 内 的 拓扑 的 概念 . 

MS € B—+ topos. E 的 一 个 拓扑 是 如 的 一 个 子 对 象 J, 
J 的 特定 函数 了: Q — f W E 

I) jot=t 1 1 2 
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2)joj=j o 7 gQ 


3)joA=Aojx j xQ uo, 2 


ux eo 


j: 2G 给 出 一 个 闭 包 运 算 Ac sub(E), AN j- Be 
如 的 特征 函数 char A = jo char (A). # À = F, WR 4 为 dense( Ek 
j-dense). 例如 £ = sh (C, J}, R € J(C), ROC 为 dense. £ 中 对 
# 下 是 一 个 j-sheaf, 车 对 任意 j-dense AG E, WRT: À — F, 
存在 唯一 扩张 地: BF, 


E PH j-sheaf 以 及 它们 之 间 的 映射 构成 £ 的 一 个 子 范 栈 £5;， 
E; 也 是 一 个 topos. 

定理 了 CH—+ pm. C LM Grothendieck 拓扑 一 一 对 
应 于 SS” 中 的 Lawvere-Tierney 拓扑 ， 并 且 sh(C, J) == E 

定理 8 Inclusion ATE; — £ A— left adjoint L: £ — 
E; L PA sheafification Rf. L 是 left exact (RIA FR AR AB). 

Negation 7: 1. — 0, PRERE an = non: N-ON E £ 
的 一 个 拓扑 ， 这 样 我 们 可 以 梅 造 -sheaf 的 topos Eam. 两 个 独立 
性 的 证 明 都 依赖 于 这 种 double negation sheaf 的 topos €__. 

定理 9 Topos £~ BARN, FOE EE 中 最 好 的 布尔 
Eit. 
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Lawvere 与 Tierney 用 ~--sheaf topos, 与 Cohen (AI A18 
(forcing) 方法 证 明了 连续 统 假说 与 选择 公理 的 独立 性 ， 了 P. Freyd 
用 另 一 种 -~ 一 -sheaf topos 证 明了 选择 公 型 与 集 人 台 论 一 般 公理 的 独 
让 性 ， 

N 是 自然 数 集 ， IRN 的 子 集 的 集合 ， 38 具有 与 实数 集 
R. 相间 的 基数 . 

取 日 为 一 个 集合 . RERAT ON 的 基数 . 例如 B 可 以 是 22". 
HERO ARM, 在 这 一 模型 中 , 营 我 们 能 找到 如 到 2 的 
一 个 单 射 9g: B 一 + 2N, 并 且 证 明 不 存在 NN 到 B, WR B BQN 
的 满 射 ，N < B < 2N 这 样 就 给 出 连续 统 假 设 的 一 全 反例 ， 肌 射 
g 相当 于 f: Bx N — 2 当然 这 样 的 单 射 9 或 f 是 不 看 在 的 
(Cantor's diagonal argument). 但 是 我 们 可 以 取 f RARA g 
ARH, WG b Abo, MATE n HH fbn) Z finn) 了 的 
THREE Dx N 的 一 个 有 限 子 集 Fp 以 及 F, 到 2 的 一 个 
Bi p: FP, 一 + 2. E 3 q < p 当 且 仅 当 而 C F, 3F E alr, = p. 
这 样 了 的 有 了 上限 通 近 构 成 一 个 偏 序 集 P. 构造 sheaf 范畴 shtP, =~). 
Topos sh(P, 一 一 ) 称 为 Cohen topos. 

eM 6 Cohen topos sh(P,-7) 是 布尔 的 ， 并 且 选 择 公 理 成 
X. 

我 们 知道 任 一 布尔 的 Grothendieck topos 是 Zermelo-Frankel 
集合 诊 的 一 个 和 模型， Cohen topos sh{P,--) 正 是 我 们 的 集合 论 
的 新 模型 .sh(P,--) 具有 有 自然数 对 象 N. 我 们 要 构造 一 个 一 一 - 
sheaf K UR PASS N — K, K — ON, RATRI A 
monomorphism, 并 且 我 们 证 明 不 存在 epimorphism N — K, 以 及 
KON GH, K 的 存在 使 连续 统 假设 不 成 立 . 

A: 5 一 SP” 是 常量 肖 子 . 和 将 尾 一 集合 s 送 到 相应 的 常量 
函 子 As, As(p) =s, Vp e P. À 保持 有 限 极 限 ， 这 是 因为 A 具有 
一 个 left adjoint. a: SP7 —+ sh(P, —) 是 sheafification BT, 
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它 将 任 一 presheaf 送 到 与 其 相应 的 sheaf. a 为 left exact, BH TRE 
有 限 极限 ， 特 别 乘积 ， monomorphism 都 是 不 同类 型 的 极限 . 

BCMA Bf A(B x N) = AB x AN 的 一 个 子 对 和 象 A, 
Vp € P, EX A(p) = ((b.n) | p(b,n) = 0}. Ag < p, WA A(q) 2 
A(p). 

命题 了 WL AB -closed H, BWA ~A = A. 

Q 是 SP thay subobject classifier, Q.. 是 shfP,--) 中 的 
subobject classifier， 我 们 知道 全 Bly: @ GA OUR: 
Q — © W equalizer. 由 于 ——ÀA = A, 所 以 A AO RPE RK AB x 
AN -一 下 分 解 于 Q. 记 这 一 分 解 为 了 了 : AB x AN — Ra. 
它 的 transpose Æ g: AB — QAN HTF g 是 presheaf 的 映射 ， 
monomorphism 可 以 逐 点 检验 (pointwise). 于 是 有 以 下 引 理 ， 

引 理 1 g 是 一 个 monomorphism. 

由 于 sheafification H TfR monomorphism, 所 以 a(g): œl AB) 
NN) 也 是 一 个 monomorphism. (可 以 证 明 Petar = v QAN). 
我 们 记 aA( ) A O, 则 有 el): Bo QÑ. 因为 Cohen topos 
sh(P,-—) 是 布尔 的 ， 所 以 0 =14+1=2,0N — 2N. Ñ E 
shtP, =) 的 自然 数 对 象 ， 这样 ON 是 自然 数 的 power set. H S 中 
的 monomorphism N 一 B, # ti A sh{P, 一 一 ) 中 的 monomorphism 
Ñ = B WD N oœ Bo SÑ RAT force" D FON 内 ， 

5— JE, EAGAR S 中 有 基数 关系 N < 2N < B, 这 
一 基数 的 严格 不 等 关系 ， 让 以 证 明 在 Cohen topos 中 同样 成 立 ， 
Ñ < N < B. 这 样 就 有 站 < 天 < 知 ,天 = 项 正 是 我 们 需要 的 对 
象 . 

定理 10 #E Cohen topos sh(P, ~) 中 选择 公理 成 立 ， 而 连续 
统 假设 不 成 立 . 

P. Freyd 构造 了 一 个 sheaf topos sh(A,~—). 用 它 证 明了 选择 
公理 独立 于 ZF 的 集合 论 公理 .这 一 证 明 的 关键 是 构造 一 列 sheaf 
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Fo, Fis +e +) Pa, ety 每 一 个 都 不 空 ， Ep Fa —— 1 是 一 个 epimorphism, 
但 是 它们 的 乘积 [I F. 却 是 空 的 ， 即 [| Fa 是 initial tm. KA 
择 公 理 不 成 立 , 

范畴 À 是 如 下 构造 的 . 让 N 为 自然 数 的 集合 ， 在 的 对 象 是 
N fA RFR = (0.1... nf, n € N. A 中 的 映射 定义 为 


A(n,m) = [s m 上 的 限制 }， " š n 


范畴 A hF — WRT f: n— m RAHM, AA go f = ho f, 
这 里 m 3 k, BBA g = A, BI f J epimorphism. 

命题 8 sh(A,—7) 是 二 值 的 布尔 topos. 

我 们 已 经 知道 sh(A, ~m) 是 布尔 的 ， sh(A, =m) BJ terminal 对 
象 1= A(..0), 而 A(.0) 只 有 由 以 及 其 自身 两 个 子 sheal. 

a: SA —+ sh(A,~-5) 是 sheafification MF. EX Fp = 
afA(.,n)). 因为 A(n) — 1 = A{_,0) E epimorphism, 而 a BA 
right adjoint H % left exact, 这 样 Fa -一 1 是 epimorphism. X} $E 
意 m € N, 总 存在 n> m, KH A(m,n) = $, TE: ACL, 2)(m) = 
HAm, n) = @, BB IT A(,,n) 是 initial MSR. IAAT LEE [I F, 
是 sh A, ~o) 中 的 initial HR. 于 是 我 们 有 以 下 定理 . 


定理 11 存在 一 个 二 值 布尔 topos, 满足 ZF 公理 ， 但 在 其 中 
选择 公理 不 成 立 . 


84 代数 理论 ， 几 何 理论 ， 与 分 类 topos 


1963 年 Lawvere 在 他 的 博士 论文 中 提出 范畴 化 的 代数 理论 以 
RAFAEL. 
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一 个 (equational) 代数 理论 是 :个 小 范畴 A. A 的 对 象 是 月 然 
数 {0,1,2,---}, MH SMA A RH Po A 的 有 限 乘 积 构 成 ， 
1= A? A= Al, A? AN 除了 自然 投影 zU. AAR 
Yo, APIRG HE n 元 运算 A - A. n 元 运算 沉 要 满足 的 方程 
(如 结合 律 ， 可 换 律 等 ) 出 可 换 图 形 给 出 . 

C 荐 一 个 具有 有 限 蒋 积 的 范畴 ， 代 数理 论 A # C 中 的 一 -个 
模型 下 是 A #) C 的 一 个 保持 有 限 乘 积 移 了 沙子， 下 : A — C. 
F(A") = F(A)", 特别 FO) = 1. FART F 是 保持 任 一 可 换 图 形 
的 两 个 模型 之 间 的 自然 变换 正 是 保持 这 一 代数 结构 的 同 态 . A 
到 上 的 保持 在 限 乘积 的 函 子 欧 金 体 ， 以 及 它们 之 间 葛 自 然 变换 是 
BF FENG CA 的 一 个 子 范畴 ， 记 为 ModcA 或 Algc A. 

PWR ER A 具有 一 个 0 元 运算 (单位 元 ) e; 1 一 A, 一 个 
一 元 运算 ( 递 运算 )( ) : AGA 到 及 一 个 工 元 运算 : A? = 
Ax À — A. 

二 元 运算 满足 结合 律 ， 即 以 下 图 形 可 换 . 


la x 
Ax Ax A 


Ax A 
x14 | |: 
Ax A A 
单位 元 满足 以 下 可 换 图 形 
lg x e exla 


Am Ax1 —— AxA — 1l1xAm=A 


uN, | I Ls 
A 
逆 运 算 满足 以 下 可 换 图 形 
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` "wamaqa wawas. pe 


da (T1 (yt lad 
A —— AxA +— A 


Pook 


F: A—+CR-PREARRBN MF. 这样 P(A) E C rh 
的 一 个 群 对 象 . 例如 5 Ra fh SS i kaq. 那么 F(A) 是 一 个 拓扑 
群 . 若 C= S 为 集合 的 范畴 ， P(A) 则 是 通常 意义 下 的 群 . 

若 G 是 男 一 个 这 样 的 函 子 . 互 到 如 的 一 个 自然 变换 r.: 
F—— G 是 一 个 映射 74 : F(A) — G(A). FARE 


0 
TA(e) = e 1 — F(A) 
N G(A) 
Talm y) = Tala) Taly) F(A) x P(A) —— F(A) 


TA X TA | |e 


G(A) x G(A) 一 ~ G(A) 

这 样 ra 是 一 个 群 同 态 . 

一 般 代数 结构 有 monoid( 有 单位 元 的 半 群 ), 环 ， 环 上 的 模 ， 格 
等 等 . 

若 代 数理 论 D 只 有 自然 投影 z) p= 一 ; D, 那么 一 个 D- 
模型 即 是 一 个 集合 ， 这 样 ModD = S. 我 们 称 D 为 平 风 代数 理 

两 个 和 代数 理论 A.B 之 间 的 上 映射 是 一 个 孙子 f : B — A. f Ë 
导 A- 模型 到 B_ 模型 的 一 个 函 子 Mod( f): Mod A — Mod B. pj 
如 让 为 环 的 理论 ，B 为 monoid 理论 BRA HRA: B — A, 
monoid 二 元 运算 对 应 于 环 莱 法 ，i 诱导 环 的 范畴 到 monoid 的 范 
REG) forgetful BF. 义 如 平凡 代数 理论 D 到 任 一 代数 理论 的 嵌入 
u: 卫 一 和 ,诱导 一 个 forgetful 明子 Modu: ModA— S. 
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定理 12 HF Mod(f) : Mod A — Mod B 具有 adjoint. 

这 样 由 monoid 理论 B 到 环 理论 A HRA SA BF Mod(i) 
具有 left adjoint Mod B — Mod A, 称 为 monoid ring; 而 由 平凡 
代数 理论 卫 到 任 一 代数 理论 的 典 入 诱导 的 forgetful AFRA left 
adjoint, 这 就 是 所 谓 自由 结构 ， 如 自由 群 ， 自 由 monoid $. 

代数 理论 的 公理 都 是 虫 方程 式 表 示 的 . 而 很 多 其 它 数 学 结构 ， 
如 域 ， 或 代数 几何 里 重要 的 局 部 环 (local ring) 的 某 些 性 质 ， 却 不 
能 由 方程 式 来 描述 . 如 一 个 域 是 一 个 环 , 并 且 每 一 个 非 零 元 素 都 有 
道 元 ， 这 可 以 表示 为 


Val((z = 0) v 3y(zu = 1)). 
而 局 部 环 是 一 个 环 ， 并 且 还 满足 


~(0= 1), 
dy(ey = Iv 3z((1 — z)z = 1) 


AmA JL is EH (geometric logic). 

— JUD AB L 由 以 下 成 份 组 成 . 

1. 类 型 (type) X,Y,Z,- 

2. BRAS f,9,'… 每 一 个 函数 符号 结合 有 变量 的 类 型 (X, 
X, Xn) 以 及 值 竟 类 型 了. 

3. 关系 符号 +,s,…. 每 一 关系 符 导 结合 有 一 列 类 型 (XI, Xo, 
Xn), 它们 是 这 一 关系 中 所 会 变 量 的 类 型 . 

项 (term) 定义 如 下 . 

1. 对 每 一 个 类 型 X, 变量 z' z”... WAM. 

2. HA 具有 变量 类 型 Xi, Xn, Xn BM Y, M tita ,ts 
是 分 别 具 有 类 型 Xi, Xon ,Xn 的 项 . 那么 flti,te,---, tr) 是 类 型 
AY 的 项 . 

公式 (formula) 定义 如 下 . 
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2 Ae ah v  . . ia 


_ - -mr 


1. TT( 真 ), LOR) 是 公式 ， 

2. 3 st 是 两 个 项 ， 那 么 。=t 是 一 个 公式 ， 

3. 车 关系 符号 Y 闭合 有 类 型 (XI, X; Xah 而 tite, ote 
RMA RAR Xi Xs... X, W, WA Y(t, tnta) Æ 
个 公式 . 

4.8 9,0 BAM, WA o A p, ove BON. 

5. 是 一 个 公式 ，z 是 一 个 变量 ， 那 么 dey 是 一 个 公式 . 

一 个 相继 式 (sequent) 具有 如 下 形式 p+ y, 这 里 py BS 
式 ， 不 是 几何 语言 中 的 符号 ， 

天 是 一 个 有 几何 语 言 ， 了 为 一 组 相继 式 ， 工 = (LT) 是 一 个 用 
ATER, T 中 的 每 一 个 相继 式 称 为 理论 工 的 一 个 公理 ， 代 数 方 程 
可 以 表示 为 相继 式 ， 例 如 zy = yr 可 以 表示 为 了 FF zy = ya. 

局 部 环 的 理论 除了 环 的 公理 外 还 槛 求 


0 =1 1, 
Tr 3m(r-.m =v 3z7”((1 — z)z" = 1). 


£ 是 一 个 topos, 几何 语言 L # £ 中 的 一 个 解释 了 使 每 一 个 
类 型 X 对 应 于 € 中 的 一 个 对 象 XO); 函数 符号 J 具有 变量 类 型 
(X Xn Xn), 值 的 类 型 Y 对 应 于 E 中 的 上 映射 FD: xÚ) x 
XI) x -x XD — YY; 关系 > 有 具有 系列 类 型 (Xi, Xo, Xa) 
HAF XU) x XI) xe KY 的 一 个 子 对 象 (D XL x XL x 
x XD, RARA ¢ 所 对 应 的 子 对 象 为 (z | paj, 变量 
r= (mil 2k) 具有 类 型 (Xi, Xa). 

一 个 相继 式 o 上 vy ERRITAR, BA {z | pw” < 
Iz HAO (这 里 需要 适当 增加 y Sob WEE, LOR p Ri ó 
有 具有 相同 的 变量 )， 

一 个 解释 了 称 为 理论 工 的 一 个 模型 ， 若 工 中 的 每 一 公理 在 解 
EIPK. 
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语言 上 的 两 个 解释 IJ AHAN a : I — J 由 一 族 
WAAR, ax: Xi XT, EX R L 的 类 型 对 每 一 个 函数 
Jf; 以 下 方形 可 换 


fn 


x: x x! x... x XI) He yu) 
| Gen tes x X es, | oy 

fly) 
XU) x KL k... XM —— 


对 于 每 一 个 关系 ", FERH ar rO -一 rD, 使 以 下 图 形 可 换 


rD — xD) x XY X... XP 


| ar [ass X aan XiX an 
rD XO x XP x... x XO? 


两 个 T 模型 之 间 的 映射 是 它们 作为 诺言 上 的 解释 之 间 的 锯 
射 ， 这 样 语言 上 在 6 中 的 解 霖 以 及 解释 之 间 的 机 射 构成 一 个 范畴 
Er: 而 理论 T 的 模型 构成 Er 的 一 个 子 范畴 Mod. T. 

分 类 (classifying)topos 的 思想 是 ， 对 一 个 几何 理论 T, 结合 有 
— S (可 以 是 其 它 topos) 上 的 topos B(T), 这 样 任 一 topos £ 中 
的 T 的 模型 的 范畴 Mode(T) SiRF E 到 B(T) WIL at iA 
RG Hom(E, B(T)). £ 到 B(T) 的 一 个 几何 映射 

E — BT) ， 
f. 


f° ERRRBCPRERRN AT, f" 保持 相应 的 几何 结构 . 
给 出 中 的 一 个 T 模型 . 

这 又 像 代数 拓扑 中 分 类 空间 (classifying space) AIM: C 
是 一 个 可 换 群 ， 对 任 一 n, 存在 一 个 拓扑 空间 K(G,m), # X 是 
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一 个 招 扑 空间 ， X 上 的 以 G 为 系数 的 1 维 上 同调 (cohomology) 
E H(X, G) 一 一 对 应 于 X 到 K(G,n) 的 连续 上 映射 的 同 伦 类 ， 
H=(X,G) & [X, A(G, nr). 

下 面 是 两 个 分 类 topos 的 例子 . 

Z 是 整数 环 . Zl, ,zn] E n 个 变量 的 整 系数 多 项 式 环 . 
一 个 finitely presented 环 具有 形式 Z[r1,---, Trl (Pr, op). 这 里 
pi 是 Blen etn) PHARMA, (p, pa) Æ pi. Pe 生成 的 
理想 ， 记 finitely presented FU REM IAM Fi AA RS JEG 
为 Algz. 张 量 积 是 Algz 的 coproduct, MA cocqualizer. AF, 
Algz RAAB ERM (colimit), 即 它 的 对 偶 范 畴 Ag? 具有 有 限 
极限 ， 并 且 Ale? 中 的 任 一 对 象 是 由 一 元 整 系数 多 项 式 环 ZIz] E 
成 的 ， 即 利用 张 量 积 与 商 由 Ziz) 构造 而 成 . 

F: Ale? — 是 一 个 left exact AT (保持 有 限 极限 ). 那么 
F(Z) BE 中 的 一 个 环 . 中 环 对 象 的 范畴 RE) 等 价 于 由 AlgZ 
H| £ #5 left exact 函 子 的 范畴 Lex(Ale2”, £), 而 Lex(Algz E) Str 
于 由 到 SABZ? = SAl8z W JLRS HS Hib Hom(é, SA18.). 
于 是 有 RE) = Hom(E, Sgz). a SAI 正 是 环 理论 所 对 应 的 
分 类 topos. 这 一 等 价 正 是 f — 产 (Algz(Z[IX],-)), 因而 称 58 
中 的 环 对 象 Algz(Z[X ], .) 为 universal ring-object. 

另 一 个 例子 是 关于 局 部 环 的 . 

这 里 奶 然 取 范 畴 Ales’. 构造 其 上 的 Grothendieck 拓扑 J. 对 
Algz 的 任 一 对 象 A, BER DE (basic covering) 定义 如 下 ， {A — 
Alar list 2 nh RE a ,an 是 有 4 中 的 元 素 , (alaz on) 
是 aaz ,an 生成 的 理想 , 并 且 要 求 1 E (a1,42,---, Gn). 这 样 ， 
(Ale?’, J) _£ 89 sheaf 的 topos sh(Alg?”, J) 正 是 局 部 环 的 分 类 topos， 
sh(A1g2.,J) 又 称 为 Zariski topos, 


Hom(£, shfAlg2， J)) ~ LocRing{€). 
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纵 出 一 个 几何 理论 T, 有 一 般 方法 构造 T 的 一 个 分 类 topos. 
首先 构造 T 的 一 个 syntactic 范畴 S(T). S(T) 中 的 对 象 是 T 中 
RRRS, HTAR wp 与 b 等 价 当 有 员 仅 当 对 T 的 任 一 模 
型 M, ftz1elzao = { | ve}. WA —- BHA [e X] 
EX = (MO, Xn) 是 ç 的 变量 的 类 型 fy, X] 到 WY] 
的 一 个 映射 是 另 一 个 等 价 类 |o; X,Y], 这 里 go 是 一 个 公式 ， 并 且 
((z,g) | ofa, y)}O C {a | pa x fy | ba). E [oi X, YI]: 
X] — b YYZ): (YY) — [x Z), [oi X,Y] [r Y, Z] 
的 复合 是 公式 Iy(o(z,y) Ary, 2)). 

不 难 检验 , 如 上 定义 的 S(T) 构成 一 个 范畴 , HA S(T) 具有 有 
BAR BR. LEX S(T) 上 的 一 个 Grothendieck 拓扑 J, (S(T), J) 
上 的 sheaf 的 topos sh(S(T), J) = B(T) 正 是 理论 T 的 分 类 topos. 
详细 证 明 请 见 [6]. 
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第 14 章 


止 集 范畴 , enriched 范畴 
与 度量 空间 范畴 


出 集 在 统计 决策 论 中 有 很 重要 的 应 用 . 任意 一 个 凸 集 可 以 嵌入 
一 个 下 - 模 ， 凸 集 上 定义 有 广义 度量 dist, 因此 一 个 凸 集 是 一 个 度 
量 空间 , 在 这 一 章 里 我 们 讨论 凸 集 范 酶 C 的 性 质 ，C 与 K 模范 时 
K-mod 的 关系 ，C 与 广义 度量 空间 范畴 HH-Cat WAR, enriched 
FORGES, AUR C 是 一 个 在 U = (|0,oo], >) 中 enriched 范 
RE. 


81 凸 集 范畴 C 5 K- 模 范畴 K-mod 


K = (r € R | r 2 0) 是 非 久 实数 构成 的 半 环 .用 K-mod # 
示 K- 模 与 K- 模 映射 构成 的 范 厂 - 

定义 1 C 是 一 个 集合 ， 若 对 任意 ae € C, 0 < t < 1, 
ta + (1 — t)e2 € C, 那么 C jË — F h. # B 也是 一 个 凸 梨 ， C 
到 B -Tni f: C — B j: C šJ B 的 一 个 映射 HAR 
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` wiwan? SP PR PL rrr "mara rnt 


Fiter + (1 — tez) = tf(ci) + (1 — t) f(e2)- 


rt 38 S (h SZ [Bl BR MAS EC 

命题 1 范畴 C 具有 卡 氏 积 . 

C.B EMR. CxB E C, B 作为 集合 的 卡 氏 积 . (ei1,b), (cz, ba) 
g€ CÇ x B, 


tci, bi) + (1 — t)(c2,bs) = (ter + (1 ~ thee, tbi + (1 — £)b2). 


让 Po, Pe SHA C x B 到 C, B 的 投影 ，(C x B,Po,Ps) 具有 
性 质 ， 对 一 对 凸 映射 f: D 一 C,g: D — B. 存 在 唯一 凸 喘 射 
(fg): D — C x B, #H Pc o (f,g) = f, Pp o (f,g) = g. 

定义 2 C.B + D BOR. Cx BB) D 的 一 个 映射 了 站: 
C x B — DRAR ARH, Ai 对 两 个 分 量 分别 是 是 鼎 射 . 

EX3 C,B ERATOR. C5 BERKER COB 是 范畴 
CHhi— PME, HAMORANI: Cx B— Ce B, BAER: 
WEAR D, 以 及 双 同 映射 : C x B — D, FE OR 
HF: Ce B— D. 使 得 了 oi= f. 


CxB 一 CQB 


N A 


定理 1 CBEGR, C 和 D 的 张 量 积 在 C 中 存在 . 
证 明 让 F(C x B)ACx BERN AMOR. Æ F(C x B) 
上 定义 一 个 由 以 下 关系 生成 的 同 余 二 元 关系 ~: 


n 
0<& <1, Yt = 1 O< 5; <1, Ya; =1, 


i=l j=l 
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(sest) ~ Y tiles b); (e $s) Y s;(e,b;), 
i=l isi j=l 7=1 

这 样 ，F(C x B)/ ~ E— 53. 用 c@5 表示 (eb) 所 在 的 
同 余 类 ， 我 们 要 证 明 F(C x B)/ < 是 C m B 的 张 量 积 . 

首先 有 双 吓 映射 i: Cx B- F(C x B)/ =, ileb) = c@b. 
# f: Cx B — D 是 一 个 双 同 映射 , 因为 F(C x B) E C x B E 
成 的 自由 凸 集 ， 这 样 就 有 下 (C x B) C xB F(C xB) 
aj D Gea f: F(CxB)— D, > : 
因为 了 是 双 后 的 .所 以 了 将 PF(CxB) 7 | 了 | 
中 位 于 相同 同 余 类 的 元 素 送 到 D 中 D 
的 同一 元 素 . 这 样 SRST Om 
By: F(C x B)/ ~— D, 并 且 Foi= f. Ho 是 男 一 是 映射 
g: F(C x B) ~— D. FARE got = f. 那么 对 于 ceC,be B, 

g(e@by)= goile b) = f(c,b) = f o ifcb) = fle @ b). 

这 证 明了 了 的 崔 一 性 . 

我 们 将 C 与 D MAS F(C x B)/~ RRA C @ B. 

M2 AJ: C- 0,9: BOR 是 两 个 是 映射 定义 
了 @gfe 上 = fle) @g(b). 这样 f@g 可 以 礁 一 地 扩张 为 从 COB 到 
C'@ B' 的 一 个 是 映射 . 

证 阴 这 是 因为 {c@blceC,beB} 是 C@B 的 生成 元 ,并 
H fig 是 凸 映射 . 

推论 o: CxC — C 是 一 个 双 函 子 (bifunctor). 

命题 3 CBRGR. CAB 的 是 映射 的 集合 C{C,B) 也 是 
一 个 凸 集 . 

定理 2 对 任意 三 个 凸 梨 C,B, D 存在 自然 同 构 


ecap: C(C @ B, D) = €(C,C(B, D). 


P(C x BY ~ 
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证 明 f: Ce B 一 六 为 一 西 映射 定义 
posp(f)=f: C — C(B,D), Flc)(b) = fle @ b) 


(1) F(c) BAMH: be B. <t < 1 Yt =1. 


i=l 


Toà Fia) = seo us) = (Ercan) 


1=1 


- > tifle@ bi) = > tTO) 
(2) f: C — C(B, D) 是 凸 映射 
(sea) = (Era) 8b) = (Euao) 
= > ule @b)= > Fen 


(3) pcen 是 一 一 的 
EA fi = fx. Mee C, be B, f,(e)(b) = faeb) 但 这 正 是 
file @b) = facb), MA fi = f. 

(4) ¢cap 是 到 上 的. 

g: C — C(B,D) 是 一 个 凸 映射 EX F: CB — b, 
a( Yt Bb = È tigle) Ge RM. J: C 一 > C(B, D), 
Fb) = Hc @ b) = g(c)(b}. MA F = g. 

推论 C 是 一 个 闭合 的 【closed) 范畴 . 

非 负 实数 K 构成 一 个 半 环 . 用 K mod 表示 K KL. 

注意 ， 并 不 是 每 一 个 K 模 都 可 以 嵌入 一 个 R- 模 (R 是 实数 
BR). 例如 由 两 个 元 素 {h} 如 下 生成 的 KK- M, 这 里 1 代表 轻 ， 
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N uy pa A RP A A a a 


a -—a r a e 


h REE. 对 于 Ts Ee kK, s 0 rl + sh = sh. K— M FABER 
和 人 任何 一 个 R- Ë. 


每 一 个 EK- 横 都 蚌 一 个 凸 集 ， 每 一 个 KK- 模 胰 射 都 是 一 个 凸 
BRST. ALLA underlying H T ug: K-mod— C. 下 面 我 们 要 证 明 
任 一 凸 集 都 可 以 嵌入 一 个 五 ~ 楼. 


rh. 


车 CC 在 Cx 上 及 上 定义 一 个 二 元 关系 


(eu ki) ~ (caka) BBM 1) ea = eo, Ri = ko, BÑ 2) ky = 
k; = 0. 


易 匈 ， 这 是 一 个 等 价 关系 . 
让 (C) = C x K / =. 在 FC) 上 定义 以 下 运算 


r,keK, c € C, riek) = fe, rk); 
ky, ko € K, ky #0, ke #0, clyc EC 


Rye, + kee 
(ey, ki) + (c>, be) = (TE h +k) 


O+0=0, 这 里 0 是 (c,0) 的 等 价 类 


By ORE l ae MES C L A RA AAE 
价 类 的 运算 ， 并 且 在 这 些 运算 王 ，Cx Kj ~ 构成 一 个 丘 - 模 . 如 
FA, CxK/~ 是 凸 集 C 生成 的 锥 ， 见 fa. 


226 


af: C— BEME. RM 
Fo(f) = f: Cx K/ ~— Bx K/ ~y Flek) = (J(e), F). 
Firle, k)) = Fle, rk) = (Fe), rk) = r(J(e), k) = rf (c, hk); 


_ kici +k 
J((ei. ki) + (ee, k2)) = (ae, ky + ka) 


kici + Roco 
= ski Hk 
(+( ky + ko ) it :) 


k 
= (gare + ki = — (co) Fy +h) 
= (fer),h1) + (flea), k2) 
= fleki) + Flea, ko). 


mR, Fof)=f 是 一 个 K- BARAT. 

定理 3 K-mod £€5 C, Fo 是 wo b} left adjoint. 

UE BJ N, [3]. 

M,N E K-Ki, h: M — K,g: N — K R. K- oe. 
这 样 h,g 是 范畴 K-mod/K PHRSR. h Ble 的 一 个 映射 是 M 
BN 的 一 个 映射 站 : MON, HARE h = go f. 


m — w 
N AAA 


WEA: M — K, h-1(1) = {mE M | h(m) = 1} 是 一 个 凸 
BS. 了 诱导 h 1(1) g HD hA iB df flag): RTH) — 
g'(1). HF gof =h. 

3⁄2" (1) = é, WA RHL) = ë; 

HOD = ó, 那么 Fang FEZ ó Bg 31) HK 
A. Fao) g, meh l(1), 
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1 = h(m) = g ° f(m) = g(f(m)), BE fim) € g 1 (1). 
这 样 我 们 得 到 K-mod/K 到 的 一 个 函 子 


G: K-mod/K -— €, 


M 
G( la ) =), GOS) = flag 
K 


我 们 要 证 明 函 子 G 有 一 个 left adjoint F: C — K-mod/ K. 
这 是 以 下 这 个 一 般 定 理 的 一 种 特殊 情况 ， 

定理 4 BE 是 两 个 范畴 ， B 具有 pullback. BARR 
Fy,Go, B £, Fy 是 Go 的 left adjoint, 那么 对 8 PER 


WR B, 有 两 个 函 子 B/B Z &/Fo(B), HF ÈG t left 


adjoint. ° 
x Fo(X) E 
证 明 定义 F( 4h)= Lem. Jo €€/Fo(B), 
B P(B) P(B) 
构造 以 下 pullback( 在 B 中 )， 
P(B) GolE) 
了 | nd, | Go(g) 
B GoFo(B) 


这 里 r, 是 adjoint BFR Fo, Go 的 unit. 


E P(B) 
定义 G( io ) = 4 了 .立即 可 见 ， FG 均 为 沙子 . 要 证 
Fo(B) B 


x E 
(B 
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x E 
与 B/B( La.o( ts ) ) 之 癌 的 一 个 自然 同 构 = 
B FolB) 
R(X) E 
a f 4 ah — js ‚BBA Fo(h)= go f. 在 以 下 
Fo(B) Fo(B) 
的 pullback 图 形 中 
x GoFo(X} 
| sf N aun 
P(E) Go(E) 
kN F] ee 
Wp 
B GoFo(B) 


Go(g) ° Golf} on = Golgo f) ony 
= GoFo(h) ony = nb oh. 


所 以 存在 唯一 了 : X 一 + P(E), 使 得 9of = h. Ralf) = f. 


_ x E (E) 
反之 , 若 J: tn —+G( Lo ) = 43 , 即 有 /= 加 7 
B F(B) B 
R(X) E _ 
LIT): trom — js XX -D PE) => 
Fo(B) 


Fo(B) 
Go(E) 的 transpose, El 8(f) = £L o Fy(xo f). 
Fo(f) For) ze 
Fo(X)——+ FoP(E) — FoGo(B — E 
Rn) SS. | Fa (2) | FoGoty) | s 

F (B) — FoG B) —— FMB 
WE g COPO ao o, PO 
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ee ea 


AA EF py ° Fol) = Lm 所 以 


g ° Bf) = 9 o 8Ë o Fola) o Falf) 
= Erin) 2 FoGolg) o Fola) o Fo(f) 
= Ehin) 9 Fo(ng) ° Fa(g) o Fo(F) 
= lpia) ° En (g ° f) 
= Fo(h). 


通过 同样 的 diagram chasing 和 计算 ， 可 以 检验 ， 月 是 o 的 
w, 3EB a 与 了 都 是 自然 的 . 
CERESA LECE G Bim K-mod. 


G: K-mod/K — C, cf P h ) =K) G(f) = Sla-ray- 


推论 C BF left adjoint F. 

证 明 在 以 上 定理 4 中 , iF B-= C, B = 1 APR, 
这 样 C/1 aC; ik £ = K-mod, Fy = Fa, Go = uo. RA Foa(l)= K 
是 一 个 生成 元 的 自由 KR, C 是 一 个 凸 集 ， C = (Ç — 1). 
F(C) = F(C — 1) = (F(C) — F(t) = (C x K/ =s, K), M 
38 Ç — 1 # C H 3636 328 Pj — E Ra Ju BU B H Fu 3 K 的 唯 
一 生成 元 ， 所 以 P.(e,k) = k. 

M 


对 于 fA € K-mod/K, EA C 中 的 pullback MEt 
K 


P(M) ——— uo(M) 


| + fm 


ni 
1 uK} 
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因为 uo (K) = uoF0(1) = K, (1) = 1, 所 以 pullback P(M) = 
M 
h-1(1). 即 有 G( ba) =h-(1) 
K 


F 


K-mod/K 


G 


由 定理 4, F Æ GĦ left adjoint. 
命题 4 若 口 是 一 个 凸 梨 ， 那 么 C = GF(C). # C Z ó, 那么 
Cx K/ — 
GF(C) = G ( LP. ) = P-1(1) = {(e,1) | e € C}. 
K 
这 样 C — GF(C), c- (2,1) 是 C 中 的 一 个 同 构 . 
{0} 
车 C=6GF(G)=G( +° ) = 
K 


推论 nN C 等 价 于 K-mod/ K 的 一 个 corefiexive + 
W. 


M M M 
@M5 |a < K-mod/K, W4 FG( y» ) = pa 当 
K K K 
Hi k-l1(0) = {0}. 
M h-1(1) x K ~ M 
EB FG( La) = Paim d .车 PG( 15) = 
K K K 


M 
x , 则 存在 天- 模 同 构 f: AO) x K/ ~ 一 M, PB P,-i0) = 


ho f, È Phage f =A RA ker Paip = 0, i f! 是 同 构 ， 
FIEL h 的 核 (kernel) Æ {0}. 
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RL, HAO) = {0}, 我 们 定义 
g: Mh U) x K/~, 
a(m) = (Fe Mm)) 3 m = 0, 
9(0) = 0. 
由 直接 计算 可 知 ，g 是 一 个 K- 模 同 态 ， Pray og = h, g Æ 
到 上 的 ， 一 一 的 ， AM a 是 PG( ia) a ih 的 一 个 同 构 


定理 5 HFF: C — K-mod/K 具有 left adjoint L : 
K-mod/K — C. 


M 
证 明 Pš + L SF: i h € K-mod/K, 8% h73(0) 


是 M 的 一 个 子 模 ， 构 造 商 模 Mjn (0). 这 样 有 M /h (0) 到 K 
的 K- POR h: M/h-1(0) — K, h(m) = h(m), ush 


BHR M —+M/h-(0) 


Lai 
K 
M M 
FIRA lh 到 Le H- K- RA, BD h = hog. 
K K 
2 g 诱导 一 个 五 - 模 同 态 


F: M fh (0) 一 0) š(m) = g(m). 
Mi o 
定义 BC Ln) (1), £9) — Fiy 
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HART RABE: L R— i, L E F BO left adjoint. 
§2 Enriched 范畴 与 广义 度量 空间 范畴 


一 种 数学 结构 与 它们 之 间 保 持 此 种 结构 的 映射 构成 一 个 范 厂 . 
RENE, 保持 结构 的 映射 本 身 也 具有 某 种 结构 , 并 且 这 种 结构 的 
范畴 是 闭合 的 (closed). 例如 两 个 poset 之 间 的 保 序 上 映射 也 是 一 个 
poset, poset 的 范畴 是 卡 氏 积 闭合 的 GER, poset 不 是 偏 序 集 ! 
poset 是 pre-ordered set, 二 元 关系 “sg” 要 求 满 足以 下 两 条 :1) 
T < z, 2) z < y fl y < z = zx < z; WFE (partial ordered set) 
还 要 求 反对 称 性 z 和 yy My < z => z =). 只 是 一 个 可 换 环 ， 两 
个 R- 模 之 间 的 R- 模 同 态 的 集合 也 是 一 个 总 模 . 而 总 模 的 范 
B R-mod 也 是 闭合 的 (但 不 是 卡 氏 积 闭合 的 ), 我 们 蜀 看 到 两 个 凸 
集 之 同 的 喇 映 射 的 集合 也 是 一 个 是 集 . RAC 是 闭合 的 . 

Enriched 范畴 最 早 是 纯 技 术 地 用 来 研究 本 身 很 复杂 的 一 些 数 
4244. 如 compactly generated topological spaces, Banach spaces, 
differential graded modules 等 等 . 它 的 技术 性 很 强 ， 常 常 使 初学 者 
FB ES. 

Lawvere 认为 enriched ARR ETERO- R, 它 有 利于 我 
们 看 到 表面 不 同 概念 之 间 的 内 在 联系 ， 便 于 我 们 认识 事物 的 特殊 
性 与 普遍 性 之 同 的 联系 ， 他 将 enriched 范畴 理论 用 到 简单 数学 结 
构 如 度量 空间 ，poset 上 ， 使 得 可 以 从 范畴 论 的 角度 得 到 有 关上 度量 
空间 和 弘 辑 的 一 般 结 论 ， 这 使 得 enriched 范畴 论 变 得 简单 而 文 富 
有 启发 性 ， 回 

首先 我 们 讨论 具有 张 量 积 的 范畴 ， 即 monoidal 范畴 . 


EXA 一 个 monoidal 范畴 i 具有 一 个 张 量 积 9: Wx — 
U. 张 量 积 @ 是 一 个 沙子 ， 它 具有 单 性 了 了 是 t 中 一 个 对 象 ， 并 
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且 具 有 三 个 自然 同 构 


axyz: (X@Y)& Z — X @ (Y @Z), 
ly: I& X —, x, 
rx: X @& 1 — X, 
RUT ATA Oy HR. 
(Wex)ey)e z tel (we (Xey)ez Wel(X oY)e2) 
a ea 
(WexX)@e(¥ eZ) ——* + Wal(xe(Y@d)) 
(Xepev + X@(I@y) 


r Bl PEET 
XY 


% 


SHEERS © 看 为 范畴 L 中 对 象 上 的 二 元 运算 ， 同 构 作 为 相 
等 关系 ,那么 这 个 二 元 运算 是 可 结合 的 ， 并且 有 单位 元 ， 因 而 构成 
一 个 monoid. 我 们 用 (H, @, T) 表示 这 个 monoidal 范畴. 

性 一 具有 卡 代 积 的 范畴 是 一 个 monoidal 范畴 ， 卡 氏 积 就 是 张 
BB. 例如， 集合 的 范畴 S, 范畴 的 范畴 Cat, 拓 朴 空间 的 范 团 Top 
等 等 ， 一 个 poset(P, <) 作为 一 个 范畴 ， 任 意 两 个 元 素 之 间 最 多 只 
AARS, Plab) Ao HHIH a< b. AR (conjunction) A Bl 
是 PP 的 卡 氏 积 ， 最 大 元 1 是 合 取 的 单位 ， 以 上 monoidal 范畴 的 两 
个 可 换 图 形 自然 满足 最 简单 的 poset 2 = {0,1}, 0 < 1, BARB 
辑 的 真 值 集 . 

R- 模 的 范畴 具有 张 量 积 ， 即 通常 的 R- 模 张 最 积 ， 坏 六 是 这 
KERHA. R-mod 是 一 个 monoidal 范畴 ， 凸 集 的 范畴 C 
也 是 一 个 monoadal fi W. 

让 [0,eo) 作为 扩张 了 的 非 负 实 数 ， U = ([0,oo], 2) 是 一 个 
poset, MERA U 的 一 个 张 量 积 ， 0 是 单位 ， 
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定义 5 一 个 monoidal 范畴 (I, @, T) RAMA, AKBH 
@ AA right adjoint Hom: Y — U, 


A@ B — C A@@ B— C 
A — Hom(B,C)’ B — Hom(A,C)’ 


FeBRA ERE, AT right adjoint Hom(B,C) 党 记 为 CF, 
称 为 由 吾 到 C 的 函数 空间 ， 例 如 集合 的 范畴 S. CP E BACH 
映射 的 集合 范畴 的 范畴 Cat, C3 BBA CHBTHMBSA. mth 
空间 的 范 厂 Top 不 是 卡 氏 积 财 合 的 ， 这 是 因为 没有 一 个 一 般 的 方 
法 定义 一 个 函数 空间 上 的 拓扑 ， 

一 个 poset P 是 卡 氏 积 闭合 的 ， 当 且 仅 当 P 是 一 个 Heyting 
代数 ， Heyting operation BAR A 的 right adjoint, 

aqAb< e 
agbe 


例如 P 是 集合 X 的 子 集 的 集合 ，P = (2*,C) 是 一 个 Heyting fü 
数 ，B,Ce2x,B — C=Cu(X\ B), WH 

ANBEC 

AC B— C 


H = (0, >o], 2) 是 monoidal 闭合 的 . ik b,c € [0.oo], EM 


Hom(5, e) = [b,c] = fe=* F e>b . 
0, 车 ce 所 6 
Se BA u E 
atize 
a > [be] 


定义 6 (4,8,1) 是 一 个 monoidal jie. X 是 一 个 H—enriched 


WRG. EH X 中 任意 两 个 对 象 A,B, X(A,B) EU 中 的 一 个 对 象 ， 
并 且 有 
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HARY masc: X(A, B) @ X(B,C) — X(4,C) (相当 于 
(fn g ° f), 

BL BE ja: T — X(A,A) (相当 于 la: 4 — A). 

在 一 般 范 酶 中 , 映射 的 复合 是 可 结合 的 . (hog)ef = ho(go f); 
单位 映射 满足 fol, 一 了 = lp of. 在 enriched 范畴 中 这 两 个 性 质 
由 以 下 两 个 可 斤 图 形 表 示 . 


(X(A,B)@ XI(BCN® X(C, D) —— X(A,B)@ (X(B,C) @ X(C, D) 
| meal | lem 
X(A,C)@ X(C, D) X(A,BY@ X(B, D) 


"x (A, by 
X(A, B) @X(B,B) > X(A,B)  X(A,A)@X(A,B) 


pes Z 让、 jie: 


X(A, B) Q&I TXIA, B) 


若 取 monoidal WHA S, Cat, 2, Ab PRR ALE), DG-R- 
Mod (graded R- 18), 和 [0, oo], 那么 U-enriched 范畴 则 分 别 是 我 们 
热 悉 的 , 通常 的 范畴 ，2- FEB, poset, 可 加 范 酶 (additive category), 
可 微分 次 范畴 (differential graded category)， 以 及 (广义 ) 度量 空 
间 . 

# X 是 一 个 2-enriched WEF, WIA X (z, y) € 2, 并 且 


Maye: X(T y) A Xy, z) < X(z,z) 
jz : 1 < X(=r,z). 


我 们 在 X 上 定义 一 个 二 元 关系 <: 
x,y € X, z < y HA X (z,u) = 1. 
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1) z <y, y $z = z < z, 

2) z < z. 

这 样式 是 一 个 poset. 

对 广义 度量 空间 的 情况 ， 我 们 要 在 后 面 给 以 详细 说 明 . 

两 个 普通 范畴 之 间 的 函 子 下; X 一 了 将 大 的 对 象 送 到 了 
AR, X 中 的 映射 送 到 了 中 的 映射， 并且 满 足 


F(go f) = F(g)° F(J), 
F(1A) = Ipcay- 


两 个 MH- 范畴 X,Y 之 间 的 WH- ATT: XH Y, HA xX 
中 的 对 象 送 到 了 Pa, RF ARM 有 Tas: X(A,B) — 
Y(TA,TB), Tas BU PROS. 普通 水 子 满足 的 两 个 等 式 可 以 表 
示 为 以 下 两 个 可 换 图 形 
X(A,B)@X(B,C) 一。 x(A,O) 
jrer T 
Y(TA,TB)@Y(TB, TC) —— Y(ra,TC) 


I — . X(A, A) 
— r 
Í 


Y(TA,TA) 


# U E S, Cat, 2, Ab, DG-R-Mod, (0, oo], 那么 H- MF IS 
别 是 通常 的 浮子 ，2- RT, TRB, 可 加 函 子 , 可 微分 次 函 子 ， 
以 及 不 说 函数 (contracting map). 

集合 X 上 的 一 个 度量 是 一 个 一 数 d: X x X - + [0,00), 具有 
性 质 
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1) d(z,y) =O 当 且 仅 当 z= 

2) d(a,y) = d(y, z), 

3) diz, y) + d(y, z) 2 diz, z). 

HA APAFA HES ROF A EREHE. WER 
ow. 运 一 定量 的 货物 从 海拔 低 的 地 方 到 海拔 部 的 地 方 要 
做 萝 ， 但 从 高 的 她 方 到 低 的 地 方 并 不 做 蕊 (sk k fa TH), 这 里 没有 对 
H. 并 且 从 一 地 到 另 一 相隔 海拔 高 度 的 好 方 做 功 为 零 , 这 样 ， 我 
们 有 一 般 的 (广义 ) 度量 的 定义 . 

定义 了 集合 关上 的 一 个 UM) BRP: X x 
X — [0,00], 具有 性 质 

1} d(z,z) = 0, 

2) d(z,u) + d(y, z) > d(z, z). 

HE, d WARE œ, d2,y) = oo 意味 着 无 法 由 Aik y. 

我 们 要 以 通过 常用 的 方法 使 非 对 称 度 量 对 称 化 ， 例 如 

d{e,y) = dx) + dly,2), 
或 d(x,y) = max{d(a,y), (y, z)}. 
it U = ([0, 00], 2), X ET U- ER, WA X(z,z) € U, 并 


Maye: X(z,g) + X(y, z) > X(z,z) 
je: 0 2 X(z, z). 
REBUM) 产量 定义 中 的 两 个 条 件 ， 这样， 一 个 H- 范畴 
正 基 一 个 度量 空间 . 
E XY KITE E|] X BY 的 一 个 ff- wT f, Ë: X 
到 了 tR f: X — Y, HA X(a1,22) > Y(7(21), F(e2)). 
这 样 ， f ER—TE RRM, SRR Lipschitz A (Lipschitz 
常数 < 1). 
(u ,@, T) 是 一 个 闭合 的 monoidal 范畴 ， 记 ¿Cenriched 的 范畴 
与 它们 之 间 的 WW- 函 子 梅 成 的 范 酶 为 4- BES. 直面 我 们 要 证 明 ~ 
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范畴 也 具有 张 量 积 ， 并 且 也 是 闭合 的 . 

让 X,Y BATU MG, BAX MY KER X OY 也 是 一 
TUER, 它 的 对 象 是 有 序 对 x,y), 这 里 z,y PRR X MY 中 的 
WR. E (zi 用) Gnau) BX OY 中 的 两 个 对 象 ， 那 么 


X @Y((z y1), (22, y2)) = X (21,22) @ Yu, ye). 


车 X,Y 是 两 个 度量 空间 ， XoY i E-— BPB Ej Xo 
Y ((mi,11i), (2,920) = X (zu, z2) + Y (sn, Y2). 
AAU 是 闭合 的 ， 这 个 张 量 积 有 一 个 right adjoint 
X@QYoZ 
X— zY ` 
ZY RU- MTR. ZY 的 对 象 是 从 Y 到 2 的 WH- KF, MAS 
间 的 映射 是- 函 子 之 闻 的 zt- 自然 变换 . Big: Y — Z 是 两 个 
U- wit, fie 的 自然 变换 对 象 ZY(f, g) 定义 为 如 下 equalizer. 


ZY (Fo) — [I Z000) — 
yEY z 


[[ Hom(Y my) ZEEN) 


Wy EY 
这 里 Hom Æ U AW) Hom( 这 时 用 到 U BASH). n 定义 如 下 ; 
T 
Z(f(y), a) 


Hom{Y (y, y), ZU (u), g(u')) 


Z(f(z),s(u)) BY (wy) Z(F(y), afy')) 


lee S. S m 


ZF (y), g(u)) @ Z(ə(u), oy’) 


72 定义 如 下 ;: 


Zif ha) Hom(Y (y, y) Z(f(y).g(u')) 


Yiya Za ha) ZF). oy )) 


rN 一 。 


Z(F(y), Fy’) S ZF), oly’) 


z, M- ATAR ZY FO 范畴 ， 

PY 是 两 个 度量 空间 、 U- 函 子 范畴 ZY 的 对 象 是 从 Y 
到 Z MPRA, ZY 上 定义 有 supmetric: f,g € ZY, 那么 
ZY(f,g) = sup, v ZU (g), 9(u)), 这 是 因为 WH = ([0, 00], >) 是 一 个 
poset. XF, ZY 记 是 一 个 度量 空间 . 

a) ay De ae U- 孙子 范畴 ZY. RAR Z 为 H, 我 们 
FES U AFR UY, 以 及 Yoneda HA (embedding) 


Y — y 


y+Y( ,WE uy 


Yoneda WH Yoneda RA ÆI (C) 和 忠实 的 (faithful). 

这 就 是 说 对 任意 yy © Y, Y(y, y) 一 (人 人) 
是 一 个 在 红 PRB. 

# u = (2, <), 一 个 于 范畴 是 一 个 poset, 一 个 U- 孙子 正 是 一 
个 保 序 映射 ， 保 序 映射 等 价 于 一 个 阶 理想 (order ideal), 而 Y( 切 
代表 的 是 主 理想 . Yoneda KATES poset. 由 它 的 主 理想 代表 的 
Dedekind #75. 

#u = S, EHUR, Yoneda 嵌入 一 般 称 为 正则 表示 
(regular representation). 

3 U = ([0, col, =), Yoneda 引 理 是 说 Yoneda BA fe SRB, 
Viva!) = sup UO" Y= sup F(a" 9) Yaa 


240 


fe en — e s A aa TEA E > 


更 一 般 地 ， 给 出 一 个 [三 ATi X OY, 可 以 考虑 限制 在 
X 上 的 了 的 Yeneda 表示 ; 


YU — x 
y — Y(y}) => Y(i( ) y) 


车 这 个 限制 也 是 满 的 和 上 忠实 的 ， 则 说 i 是 adequate. WE i 
是 一 个 inclusion, Bj X Æ Y 的 一 个 adequate FA. Adequacy 
是 一 个 在 表示 论 里 很 重要 的 概念 . 

MARY 是 一 个 度量 空间 ， Y 的 子 空间 X 是 adequate, 是 说 
对 YY 中 的 任意 两 个 元 素 vy’, 


Y(u,y') = sup U(Y (i(z), y), Y (ila), y’) 
= sup (Y (i{2), y') — Y {i{2), y)). 
就 是 说 ， 对 一 切 E> 0, ## z £ X, z 
Y(ilæ) y) +Y (yy) < YG(z), y) +e. 


例如 Y Bee, X eee, 
Z X E Y 的 一 个 adequate 子 空间 . 

3. Pt TG C 与 度量 空间 的 范畴 L Cat 

凸 集 在 决策 论 中 有 很 重要 的 应 用 ， 这 是 因为 决策 的 集合 构成 
一 个 凸 集 ， 而 凸 集 上 定义 有 一 个 广义 度量 dist, ASA REM dist 诱 
导 的 拓扑 结构 ， 这 样 决策 的 最 佳 准则 可 以 由 度量 dist KEX, m 
最 佳 决 策 药 存 在 性 则 有 决策 空间 的 拓扑 结构 的 特殊 性 质 [如 紧 致 性 
等 ) 来 保证 ， 

由 于 度量 dist 的 存在 ， 这 使 唔 集 成 为 一 个 度量 空间 .这样 就 
BAAD SAE OC 到 广义 度量 空间 范畴 -Cat 的 一 个 函 子 ç. 

下 面 我 们 先 定 尽 丁 集 上 的 广义 度量 dist, 然后 讨论 函 子 p. 
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定义 8 C 是 一 个 是 集 .a,b€ 局 定义 


dist(a,b) = — log sup t. 
de € Cyt € |0, Ü| 
a=tb+(— 法 
# 如是 欧 氏 平面 R 的 一 个 子 集 ， 那 么 
t= SE), E B d(a,c) E: a Bl 的 欧 氏 距离 
这 样 dist(a,b) $f libi b AMAA a 的 
E C ARR Be UL. 
命题 6 如 上 上 定义 的 dist: C x C 一 > [0,co] 确 是 一 个 广义 度 


R. 
证 阴 首先 易 见 dist(a,a) = 0. 若 
a = tb+ (1 — t)u, 
b= se+ (1 — sv. e 
那么 


a =t(sc+ (1 — s)u) + (1 — #)u 
erta 


Hl 一 1- t 
= tec+ (1 - t) (7 Aly ita) 
因为 ¢—s)4+ (1-t)=1-t28,0< t{1—s) S 1—ta,0 ç 1—t < 
1-ts, 所 以 由 = Ho + =u gC. 于 是 ts < sup r. 


r € |0,1), = € CÇ 
a =re+ {1 -rjw 


(— log sup t) + (— log sup s) 2 ~ log sup r. 
EPA dist(a,b) + dist(b, c) > dist(a,c). 


242 


, ns s ee e e e 


广义 度量 dist MAF B ThE LF ee, BL ET Se 
计 次 策 论 . . 


GE 7 dist(a,b) = inf — log t. 
Jte [Oijecec 
a = tb + (1 一 te 


FEE C,B EPS PE. f: C — B 是 一 个 凸 集 映射 . 
那么 f 是 一 个 dist 距离 不 减 函数 ， 


dist(c,,c2) > dist(f(ci), Fica) 


证 明 这 是 因为 f 保持 凸 运算 ， 应 用 命题 7, 由 直接 计算 可 得 
结论 . 

于 是 有 以 下 定理 . 

定理 名 HEMT p: C 一 > -Cat. 

实际 上 ç 是 一 个 闭合 函 子 (closed functor). WARM i 
C 和 度量 空间 的 范畴 -Cat 都 是 闭合 的 monoidal 范畴 ， 闭 合 函 子 
是 保持 闭合 结构 的 函 子 ， 关于 闭合 函 子 详细 定义 ， 见 [1]. 
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第 15 章 


随机 映 冉 与 统计 决策 论 


概率 论 与 统计 学 以 及 与 它们 相关 的 学 科 如 随机 过 程 ， 统 计 决 
策 论 的 活动 范 厂 基 本 是 两 个 ， 一 个 是 可 测 空 间 与 可 测 函 数 的 范 时 
OM, 另 一 个 是 可 测 空 间 与 随机 映射 的 范畴 PON) 

i 是 我 们 熟悉 的 范畴 . 我 们 先 讨论 随机 映射 的 范畴 POM), 以 
及 有 关 的 性 质 ， 然 后 是 随机 映射 的 应 用 . 

这 一 章 包括 以 下 几 个 小 节 
. 随机 映射 的 范畴 P(N), 以 及 相关 的 性 质 ， 
. P(N) X,Y) 土 的 凸 集 度量 dist, dist 诱导 的 拓扑 的 性 质 ， 
. 概率 论 中 的 某 些 代数 结构 ， 
. 统计 决策 论 ， 
. 随机 动力 程序 (序列 决策 论 ， 控 制 的 随机 过 程 ). 


81 随机 映射 的 范畴 P (oz) 以 及 相关 的 性 质 


on e & bh e 


随机 器 射 (random map) 又 称 为 概率 转移 (probabilistic transi- 


tion). 
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定义 1 XY ERTMS, ARARA o- 代数 4 与 B. 从 
X BY 的 一 个 随机 映射 f 是 一 个 从 X x B 2 % y X 0,1] 的 函 
数 ， f: XxB— (0,1), 具有 性 质 

1) 对 任意 z € X, f(z,-) 是 (Y, B) 上 的 一 个 概率 测度 ， 

2) 对 任意 可 测 子 集 B c B, f(.,B): X — [0,1] 是 一 个 4A- 可 
测 函 数 . 

记 糊 机 映射 了 为 了: X — Y. 

例如 碍 决策 论 中 ， 太 是 信息 空间 ， 了 是 观测 空间 ， 随 机 呐 
Ae: X a> Y REMAX BY 的 一 条 充满 干扰 和 噪音 的 通道 ， 
fz, B) 给 出 送出 信息 >, 观测 到 事件 B 的 概率 . 

又 如 在 马尔 科 夫 链 中 ， Xn n = 01,2, 常 为 有 限 高 散 空 
fl. n 级 概率 转移 fa: Xa Xa MEMAR BER. 

天 上 的 一 个 概率 测度 PP, 可 以 看 为 是 从 只 含 一 个 元 素 的 可 测 空 
间 1 到 闫 的 一 个 随机 映射 p: 1 X. 

X BY 的 任意 -一 个 可 测 函 数 产 : XY 可 以 看 为 是 一 个 随 


_ J1， 若 x)€ B, 
机 映射 hir, B) = b 车 Ma) 2 B. 
Ree l: X —, X, Lx(z, A) = n on 是 一 


个 随机 映射 . 
定义 2 f: XH Y, g: V + Z 是 两 个 随机 映射 .可 
测 空间 X,Y Z 分 别 具 有 o- RK ABAC BAS Mo 的 复合 
gof: X—— ZZ 定义 如 下 : «eX, CEC, 
go s(2,0)= | gly Ore, do). 
Y 


SAY, Z 均 为 有 限 离 散 空 间 ， 那么 随机 映射 f 和 9 是 概率 转 
BER, MEDEA gof 是 矩阵 的 相 乘 . 
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- + um n 


根据 复合 的 定义 ， 
folx(z,B) = / fla’, B)1x (z, dz!) = f(x, B), 
x 


i 
=r, 


ty o f(z, B) = Í ty(y, B) J(e, dy) 
= f fie, dy) = f(z, B), 
B 


因为 ly(y,B) = 1 8 B 0228 y € B. 

扬 以 有 folx=f,lyof = 了 

直接 由 随机 映射 复合 的 定义 ， 可 以 证 明 以 下 命题 ， 

命题 1 随机 映射 的 复合 是 可 结合 的 . 妈 有 holgof) = (hoghof, 

这 样 ， 可 测 空 间 与 可 测 空 间 之 则 的 随机 观 射 梅 成 一 个 范畴 
P(N， 而 可 测 空 间 与 可 测 函 数 的 范畴 St 是 p (SR) 的 一 个 子 范畴 
i: Mo PW). 

EXI X B— PhO MSR AA o- 代数 A ib P(X) W(X, A) 
上 所 有 概率 测度 的 集合 . 对 ACA pc P(X), EM evalp) = p(A), 
eva 是 P(X) 到 单位 区 闻 的 一 个 上 映射， eva: P(X) — [0,1]. 让 
P(X) 具有 最 小 的 o- 代数 使 得 每 一 个 ev4 为 可 浏 函数 . 这 样 P(X} 
成 为 一 个 可 测 空 间 . 

EXA X,Y 是 两 个 可 测 空 间 ， J: X ++ Y 是 一 个 随机 映 
射 ， 定义 


P(J): PIX) — PY), PHG) = fop 


BJERRE, TAPU 是 一 个 可 济 函 数 ， 
RRP RA-PMT, P: P) — Mm. 
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定理 1 mM = P(M). i EP 的 left adjoint. 

证 明 见 [8]. 

Ri P oi P, WZ P. 9 —, % BTM 自身 到 自身 
的 一 个 藤子 . 

定义 5 (X,A) 是 一 个 可 测 空 间 ， 定 义 

mx: X — PX), x(t) = &, z € 这 里 各 (4) = 

1, #reA, 
l, # = ë A. 

nx: PP(X) — P(X), 对 于 gq ë PP(X), À € A, pxl) A) = 
feri evy( A) dg. 

PERR n: lm — P, Hl u: PP — P JE B #k 35%. 

定理 2 (Pn, u) 构成 范畴 路 上 上 的 一 个 monad. 而 这 个 monad 
的 Kieisli 范畴 正 是 随机 映射 的 范畴 PN). 

证 明 见 [8]. 

可 测 函 数 的 范畴 具有 卡 氏 积 . 

E (X, A) 和 (Y,3) 是 两 个 可 测 空 间 , 它们 的 卡 氏 积 即 是 集合 X 
ALY 的 卡 氏 积 , 具有 o 代数 AxB, 这 里 Ax E Ri X xY 上 的 可 
测 和 矩形 生成 的 o- 代数 (可 测 和 矩形 的 集合 {Ax Bl ACA, Be B} J 
不 构成 一 个 o- 代数 ). (X xY, AK B) WER RARE ER: A 
(Z,C) 是 另 一 可 测 空 间 , ATM RR S: 2 一 人工 ,9 : Z — Y, 那 
么 存在 唯一 可 测 函 数 (f,9): Z — X xY, (f,9)(z) = (F(z), g(z)), 
使 得 re e (f,g) = f, ty ° (f, g) = 8. 

# f: Zo XIE-HY 是 两 个 随机 映射 , 对 大 xy 的 
任 一 可 测 窍 形 Ax B, z € Z, EM (f, oz, Ax B) = f(z, A) glz, B). 
然后 应 用 Caratheodory 定理 ， 可 将 (f,9)(z,-) 扩展 为 4x 如 上 的 
一 个 概率 测度 ， 这样 (fg): Z — X x Y 成 为 一 个 随机 映射 ， 
并 且 满 足 ra o (f,g) = f, my ° (f,g) = 9. 但 是 (X x Y,.A x B) + 
是 (X,A) 5 (Y, B) 在 范畴 PON) 中 的 卡 氏 积 ， 原 因 是 卡 氏 积 的 唯 


247 


一 性 车 求 不 能 满足 下面 是 一 个 反例 ， X =y = {a,b}, X x Y = 
{(a, a), (a, 5), (b, a), (6,6)}. 投影 xx : X xY — X, ny: XxY — 


Y PEA BERL BRST 3h TE E H E PE 
_f1 100 
™X=\o 01 i) 
_f1 01 0 
™=\o 10 1) 


3 
>. 

Qo 

= 
—_ 

=] 

— 

| 
— 
D = 
ee 
mi O 
= = 
— 
— 
° ° e 
oo = i 
sm en en 
— 
fl 
— 
e e 
“I 
— 


0.35 
0.15 
10 1 0\{ 045 0.5 
Tyo (f,9) = (o 1 0 1 ) 图 一 (05): 
0.35 
0.1 
但 是 B : 1—5 X x Y 也 满足 
0.3 
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0.1 0.1 
° 0.2 _ 10 1 0 021 _ 0.5 
Y° 04] Ao 101/104) Vos)’ 
0.3 
TEM 6 f: X +> Xg: Y +> Y 是 两 个 随机 映射 ,定义 
f x g((z, yh A’ x B" = f(z, A’) ' gly, B’), 
同样 应 用 Caratheodory EM, 将 f xg((z,y),) PKA A x B! 
上 的 一 个 概率 ; 进一步 fx g 是 一 个 随机 映射 . 
命题 2 T; PON) x PNM) — PM), 
TX, A), (Y,B)) = (X x YA x B), 
T((f,g)) = f x g, 
T E P(N) 的 一 个 张 量 . 


§2 P(m)(X,Y) 上 的 凸 集 度量 dist， 
dist 诱导 的 拓扑 的 性 质 


(X,A).(Y, B) 是 两 个 可 测 空 间 ， P(MX, Y) R X BY Abe 
机 映射 的 集合 . 

fig € DO Y), t € [0,1], BA tf +0- ig PREX H 
Y 的 一 个 随机 映射 : ikee XxX, BEB 

1) tf(z,-) 十 (1 一 9(2,-) 是 (Y, BB) 上 的 一 个 概率 ， 

2) tf(,B)+(1 一 t)9(_,B) 仍 是 .4- 可 测 函 数 . 所 以 POX, Y) 
是 一 个 凸 斥 . 

这 样 PIX, Y) LEELA GREE dist, 
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dist(f,g) = ~ log sup t. 
ate jot, ae POUCA Y) 
f = tg + [1 — h 


EXT reR fBr>0 EX =Í 着 7 一 


o, #r >Ü. 
命题 3 
sup t= f(x, B) 
Jt e [0 i, h € PMX, Y} zex giz, B} 
f=ta + (1-— t)h BEB 


Poa: _ . f(x,B 
FEL dist(f, g) = — log mt ey 


BES 
证 明 KERR int. 59 < 1 因此 我 们 可 以 忽略 g(z,B) 
=0 的 情况 ， 即 有 


f(x, B) ' F(z, B) 

inf ——= inf . 

sex glz, B) zex g{z,B) 
BEB BEB 
giz,B) #0 


oben EE = s, BA sey > so, MA f(z,B) > 
sog(z, B), 8 f (z, B)—sog(z, B) > 0. EX h(a, B) = HAPE, 
不 难 检验 he P(X, Y). 这样 了 = sog + (1 — so)h. 
证 Sup t= to, 那么 so < ta. 
Jt € [0,1],i E pR X, Y) 
f=tyt+{i—t)! 
另 一 方面 , 车 f=t8+ (1 一 tj 对 于 xEX,Bek, f(r,B)= 
tg(z,B)+ (1 — )1(z, B). 对 于 9g(z,B) 关 0, FES = t+ (1-1 FEB, 
xi Les z t. 所 以 > 或 so > to, BIA s0 = to. 


应 用 以 上 这 个 命题 ， 我们 可 以 讨论 随机 映射 空间 p 9) (X, Y) 
EA SRE dist 诱 引 的 拓扑 的 性 质 , 但 我 们 先 讨论 凸 集 度量 dist 
的 一 般 性 质 . 
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ORRE dist 是 一 全 广义 度量 , 它 与 一 般 度 量 的 区 别 有 两 点 
1) 不 具有 对 称 性 ， 
2) — RH, dist{a, b) = 0 并 不 意味 着 a =b. 

但 是 对 随机 映射 的 凸 梨 P(SR)(X, Y), dist(f, g) — 0 4 B14 f = g. 
HT DERE dist 的 非 对 称 性 ， 所 以 它 诱导 的 拓扑 有 两 种 . 


iC 是 一 个 凸 集 ，cEe C .reR r>0 Wa Ay, 7 为 半径 的 
开 球 有 两 种 ; 


1} 协 变 开 球 ， Bla,r}= (ce EC | dist(a,c) < r), 


2) RABFARR, B(r,a) = (c€ C | dist(e, a) <r}. 协 变 开 球 与 反 
变 开 球 分 别 构成 C 上 的 拓扑 基 ， 这 两 种 拓扑 有 了 时 性 质 很 不 相同 . 

与 一 般 度量 不 同 的 是 ， 广 义 度 量 dist 是 一 种 有 关 全 局 性 质 的 
度量 . 在 网 氏 平 面 R? 上 有 经 典 欧 氏 度量 d,d: R? xR? 一 R, 
d((zi,i) (@2,42)) = (er — t27 + (y1 7y). AH d 限制 于 R? 
的 一 个 有 限 区 域 B 上 dls, Rds 与 过 是 一 致 的 . 也 就 是 说 取 B 
THERA ab, 在 如 内 用 4 度量 ob Z EJ RJ EE SR? 十 度量 
所 得 结果 是 一 致 的 ， 但 dist 却 不 同 . 

让 BAMA, a 为 原点 (0,0), b = (-1,0). Æ R? 中， 
可 议 取 c = (k,0), > 0, a = tb + (1—the, kB t= ZE. 这样 
sup t = 1, Wo -log sup t = 0. WH B h, 的 最 大 值 是 
i, 34 e=(1,0) 时 ， t= A a= b+ fe, dist(a,b) = -log 3 = log 2. 

F AT bt ie BG UB ST bg E PMX, Y). 


让 3 为 三 个 元 素 的 离散 空间 ， P(M1,3) 是 由 三 个 元 素 生成 
MARR, P(9n)(1,3) 可 以 表示 为 R? 的 一 个 子 集 . 
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mr 


-i - —r I pel aT 


(0,0) = 


首先 反 变 折 扑 . 
a € P(1,3), r > 0. 
B(r,a) = {b € P(%D(1,3) | dist(b,a) < r} 
= fè e PR 3)| min 7 > e"). 


Ea 不 在 边界 上 ， 即 ai #0,2=1,2,3, BA bi > ae, 
# a 在 边界 上 ， 即 存在 至 少 一 个 a; = 0, 那么 下 20= a, = 


ae”. 
总 之 有 BB 2 age", = 1,2,3. bí 2 aye", by 2 age", bs 2 
age", BJ 1 一 (b: + bg) Z ase T 或 bi + b; £ 1 — ase", 所 以 
B{r, a} = {{21, 22) € (OIL 3) | z1 2 ee" 
22 2 aze", 21 + 22 Ç 1 — ase 1. 
等 号 只 在 a= 0 时 成 立 . 
Ea REWAL, Bra) 是 以 下 区 域 


mi 一 ae 了 


Tg = ase T 


mi + z+ = 1 — ase 7 
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车 只 有 一 个 a; = 0 Hi a, = 0. 那么 B(r,a) 是 以 下 区 域 
zi + zr: = 1- age? 


z+ 一 ase 7 


Z 


著 a 是 三 角形 的 一 个 顶点 , MART a, = 0, 比如 a, = a2 = 0, 
那么 Blr,aj 是 以 下 区 域 


mi + Ya = 1 — ase T 


易 证 以 下 命题 

命题 4 P(9N)(1, 3) 上 的 反 变 拓扑 与 R2 上 的 经 典 欧 几 里 得 拓 
扑 在 PONN, 3) 上 的 限制 等 价 . 

可 以 将 以 上 命题 推广 到 n ë Ë HE PON n + 1) E. 

B, WEAH. 

P(I1,3) 上 以 a 为 中 心 以 + 为 半径 的 协 变 开 球 


B(a,r) = {be PNR, 3) | dist(a, b) < r} 


= {b € P(M)(1,3) | min Z > er}. 


注意 ， 若 a= 0, 那么 hh = 0. KRHA a = 0, b, Z 0, WA 


— jog min š: = —log 0 = co. 
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8 > min fè > e”, Bb: < aye", 等 号 只 在 oj 一 0 时 成 立 ， 这 


a 


样 
B(a,r) = ((zi,z2) € PIM), 3) | z, £ aye" zç < ae", 
tı +r 21 — ase"). 
Ela; Z 0,i=1,2,3 Bf B(a, r) 是 以下 区 域 
r= ae” 
T32 = aze" 
mi + r> = 1 — ase" 
车 只 有 一 个 ai =0, KH a = 0,382 
gı = Ü 
Ba, r) = ra < aze” 
YL 十 Ya > 1 — gaze” 
是 以 下 区 域 
T2 = ase" 
ti + z2 = 1 ~ ase” 
注意 ag = 1 一 az, 这 样 1 一 asaer = 1 一 位 一 aa)jer = 1—-e"+ age" < 
aye". 
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车 只 有 一 个 ai 关 0, Wi a, # 0, az = as = 0, 那么 B(a,r) = 
I a \, Bia,r) Æ— P24 (1,0). 


(1,0) 


BEL, P(N), 3) 上 的 协 变 拓扑 是 它 的 不 同 维 数 开 子 集 (faces) 
上 的 拓扑 的 并 . 

(X,A), (Y, B) 是 两 个 可 测 空间 ， POX Y) 上 的 反 变 拓扑 
有 较 好 的 性 质 ， 

定理 3 PMX, Y) 上 的 反 变 拓扑 是 Hausdorff 的 ， 即 是 T 
BJ. 

定义 8 { 户 jnsN C P(MHX, Y). (fajnen 是 一 个 Cauchy F 
列 , 若 对 任意 = > D0, 存在 Nle) EN, 4am> N BJ, dist(f., fa) < 
E. 

定理 4 POOKY) 是 sequential complete， 即 是 说 对 任 一 
Cauchy 序列 {jn}jnen, 存在 fe PI9R)(X,Y), 使 得 lim dist(f, fa) 
= 0, 并 且 fm dist( fn, f) = 0. 

定理 5 n,m DIE n ARA m 个 元 素 的 离散 空间 ， 
Pin, m) 上 的 反 变 拓 扣 是 紧 致 的 . 

以 上 三 定理 的 证 明 见 [8]. 

通常 我 们 应 用 PUT)(X:7) 上 的 反 变 拓扑 . 


83 概率 论 中 的 某 些 代数 结构 


f: X= Y R MILEH, p: 14+ X E X Eñ— 4" 
概率 测度 ， 那 各 了 与 J JH fop: 1 -Fr 了 是 了 上 的 一 个 概 
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#. 对 于 了 的 一 个 可 测 集 BEB, f op(B) = fy f(x, B)dp. 

特别 车 f 是 一 个 可 测 函 数 f: X — Y, MA fo p(B) = 
PUBY Jop RAD f 浠 导 的 相应 于 p 的 福 率 测度 ， 在 概率 
诊 中 通常 取 了 =R 为 实数 空间 ， R 具有 Borel FRA o- 代数 ， 
:三 一 也是 一 个 可 测 函 数 ， 又 称 为 随机 变量 (random variable). 
这 样 ， fop: i+ 及 是 实数 空间 上 的 一 个 由 了 诱导 的 概率 测 
度 ， 称 为 了 的 分 布 函 数 (distribution function} 

F(u) = f o p((—co,u)). 

而 Fae ar ea r 


Ele”) = T e dF o pu) = 广 e Ëq P (u). 


oo 


# f: XR, g: X — R EW TBS EB. 了 与 9 的 联 
AS (gop: 1- 多 时 有 Rx R. Ax B RPO YER. 


(f,g) op(A x B) = J uye, Ax B)dp= 人 f(E, A) - g(z, B) dp 


-f dp = p(f (A) Ng (B) 
FON Ang" (B) 
特别 若 A = (—co, u), B = (—co,u), BA 
(f. g) o p((—oo, u) x (—00, v}} 
= p(f `(—co,u) Ng *(-00,v)) 
= pjr € X | f(z} <u, giz) < v}. 


(fo) op 是 乘积 空间 了 x V 上 的 一 个 概率 . 还 有 另 一 种 方法 
J. f lo WY x Y 工 的 一 个 概率 : 


(fop,gop): 14 Y x Y, 
(fop,gop)(A x B) = fo p(A)-go p(B) 
= p(f—*{A)) ' p(g 1 (B). 


BEREH, pA) Ng 1(B)) Z p(f 1(A)):p(g 1(B)), 
除非 f,g 是 相互 独立 的 . 

这 样 我 们 有 以 下 定义 

定义 9 fg: X — R 是 两 个 随机 变量 . fig 是 相互 独立 
KH, SBMS (f.g) o p= (fop,gop). 

以 上 定义 的 随机 变量 的 独立 性 与 经 典 定义 的 独立 性 是 一 至 的 . 
这 样 我 们 可 以 将 独立 性 的 定义 扩展 至 竺 机 映射 : 

两 个 随机 映射 fog: X— 了 是 相互 独立 的 ， 当 且 公 当 乘 积 
空间 Y x Y 上 的 两 种 构造 相间 ， 妓 (f,9) op =(fop,gop). 

qi: 1—> X x Y BRAS 基 xY 上 的 一 个 概率 ，49 与 射 
影 mx zy 的 复合 分 别 给 出 天 和 Y 上 的 概率 


txog: 143 X, myog: 1 一 Y. 


但 是 如 果 只 知道 4 在 蕊 和 了 上 的 分 量 rx oq, nyog HAE 
由 此 构造 q, 因为 mx oq, mv oq RM q # X MY 上 的 分 别 作 
用 ， 为 了 重新 构造 q, 我 们 需要 知道 某 种 混合 的 作用 ， 这 就 是 所 请 
的 条 件 概率 ， 

定义 10 ?是 苇 上 的 一 个 概率 .六 : X — Y, jp: X — Z 
是 两 个 随机 映射 (经 典 定义 中 f... 均 为 可 测 函 数 ), (fA, fe) op: 
lao Y x Z 是 乘积 空间 YY x Z 上 的 一 个 概率 . 一 个 条 件 概率 是 
一 个 随机 映射 g: Y 2, 或 是 go: Z —— 了 (在 经 典 定义 中 记 
a = p( fal fi), 92 = PC fil fa)), 使 得 


(fAi.fejop=(ly,ajofiop, 或 (fi, fe)op=(go,1z)ofzop 


即 以 下 两 个 三 角形 可 换 
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f op f2 o p 


1 —— Y 1 ——— Z 
— 
(Yy.g1) il 
Unter t Ya je a) 
¥xZ Y x Z 


在 上 面 的 定义 中 ,让 天 = 站 : X — Y 是 一 个 可 测 函 数 ， 
Z=X,Jo= lx: X — X. IA; (F. 1x)op: L- X — Y x X 
是 Y xX ENP. 这 时 条 件 概率 9: Y > X 是 一 个 随机 
映射 . 


(ly glofep=(f,lxjop 8 Bx A 是 YYx 瑟 上 的 一 个 可 测 
EE, ME 
(f,1x) op(B x A) = 上 Hx, B). 1x (z, A) dp 
= p(f(B)N A) 
Grae ferBxA)= Í tytn B) -o(p 4)df op 


= Í gy, A)df op 
B 


BELL p(f (B) A) = f, oly, A)d f op. 

在 条 件 概率 的 经 典 定义 中 ， J: XY 是 一 个 可 测 函 数 . 
对 区 中 的 企 一 本 测 子 集 A, 条 件 概率 ply14) = p(A|f =y) BY 上 
的 一 个 可 测 函 数 ， 并 且 有 p(AN f HB) = fy p(u|A)df op. 
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比较 经 典 条 件 概 宰 定 叉 中 的 p(u| A), 与 我 们 以 上 定义 10 中 的 
PRR 9 : 了 +s X, 唯一 不 同 的 地 方 是 对 于 每 一 个 x 8 Y, 
oly, -) 是 世上 的 一 个 概率 测度 , RRi, p) 却 不 一 定 是 性 
上 的 一 个 概率 测度 . 但 若 天 是 一 个 完全 可 分 的 麻生 空间 (complete 
separable metric space, W X = R), 那么 ply|_) EX EH- TRE 
(BL [1]). 


84 统计 决策 论 


随机 映射 在 统计 决策 论 中 有 很 重要 的 应 用 . 

统计 决策 论 的 一 般 模 型 如 下 ， 

X SRSA, RA ce- 代数 A, 

ERMEE, RA o- 代数 C, 

Y 是 决策 空间 ， 具 有 o- 代数 B. 

随机 映射 了: X — ñ 代表 一 条 充满 干扰 和 噪音 的 信息 传播 
Rit. Ware X,cec, fz, 代表 送出 信息 =, 观测 到 事件 c 的 概 
率 . 由 观测 结果 我 们 要 确定 应 采取 的 行动 ， 即 选取 相应 的 决策 ， 这 
一 过 程 也 由 一 个 随机 映射 来 描述 5: > Y, ó AJJI aE FE. 
在 一 般 统 计 决 策 论 的 教科 书 上 ， 决 策 选择 5 是 一 个 可 油水 数 . m 
然 不 少 作 者 意识 到 决策 选择 可 以 是 随机 的 ， 概率 性 质 的 . 

信息 空间 X 和 决策 空间 Y 的 关系 有 以 下 几 种 : 

1) 损失 函数 或 所 得 削 数 

损失 函数 【toss function 或 cost function) [是 一 个 从 乘积 空间 
X x Y 到 实数 实 间 R. 的 可 测 函 数 1: X xY OR 对 信息 x € X, 
决策 yeY, Hry) RVR, BHR z 而 我 们 选择 决策 y 的 损 
k. 类似 的 所 得 泪 数 (reward function) r: X xY — R, r(z,3) È 
诉 我 们 送出 信息 r, 我 们 选择 决策 的 所 得 . 

2) 直接 联系 
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客观 上 说 , 信息 空间 和 决策 空间 之 闻 存 在 着 直接 的 联系 ， 比 如 
说 在 分 类 问题 上 (医学 ， PREH, HFFS. Ei 这 样 的 直 
接 联系 是 一 个 处 头 BY 的 一 一 映射 又 如 在 参数 估计 中 ,信息 空 
BL X, 决策 空间 询 为 实数 空间 R. X = Y = R, 这 样 直接 联系 即 
Ble: ROR. 一 般 来 说 ， 由 于 干扰 和 噪音 的 存在 ， 我 们 可 以 
用 一 个 随机 映射 9g: X +> 工 来 描述 这 一 信息 空间 与 决策 空 介 的 
联系 . 我们 称 9 为 正确 行动 . 

有 不 同 的 方法 来 确定 最 侍 决 策 选 择 . 

1) $ JR A WE W| ER K DE 

车 信息 空间 X 上 不 具有 一 个 先 验 的 概率 ， 我 们 使 用 这 一 淮 
则 . 


对 于 任意 >E X, So f(z,.) 给 出 决策 空间 Y 上 的 一 个 概率 . 
对 于 损失 函数 1: Xx Y — R. 


is(z) = Í l(z,)8 o f(z, dg) 


给 出 送出 信息 z, 由 决策 选择 ó 带 来 的 平均 损失 . 
X TCP r r: X xY — R. 


ra(z) = Í r(z,4)ó o f(z, dy} 


给 出 送出 信息 r, HRERS REBT. 

这 样 ， sup bir) 给 出 在 最 不 利 情 况 下 的 损失 ， inf rais) 给 
出 在 最 不 利 情况 下 的 所 得 ， 我 们 当然 希望 在 最 不 利 的 情况 下 平均 
损 类 越 小 越 好 ， 而 平均 所 得 越 多 越 好 ， 于 是 有 以 下 定义 . 
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er 。， ， 


定义 11 

a. RAR A HEM Oot T BAK wR Be) 

be: Ñ +> Y 是 一 个 最 佳 决策 选择 ， 若 以 下 等 式 成 立 ; 
sup ls* (x) = inf sup és(z). 
z€ x Š z€X 

b. 极 大 极 小 准则 (对 于 所 得 函数 ) 

6* :一世 是 一 个 最 佳 决 策 选 择 , 若 以 下 等 式 成 立 inf ras (2) 
= sup inf rs(m). 


Ë 车 决策 选择 是 一 个 可 测 函 数 了: OGY, 那么 
ls(z) = Í (z, 9)5 o f(z,ds) 
= f iz, y) Í 5(w, dy) f(@, dw) 
Y n 
-f I(x, y}d(w, dy) f (z, dw) 
Yx 
= f I(a,6(2)) F(w, dw). 


2) Bayesian 准则 
这 时 信息 空间 X 上 有 一 个 先 验 概率 p ; 1 — X, 


p f 
1 —— X —+— Qn 


⁄ 


Y 


随机 映射 的 复合 jo fp 给 出 决策 空间 世上 的 一 个 概率 . m (lx, do 
1x $e f 


flop: 1— X ZD X xy RRAZ X x Y 上 的 一 个 概 
率 . 


对 于 损失 函数 1， Xx¥ — R 
ly = f Ile, y)((x,80 f) o p)(dr, dy) 
XxY 


-f lin, y)ó o fiz, dy) dp 
XXY 


-f ( Í. Ke, yë fla.dy) ) dp = J utaya. 


这 样 1 给 出 决策 选择 5 RAPA. EPEA re 8 35 
r: X x Y — R, 有 决策 选择 6 带 来 的 平均 所 得 mr = fy raz) dp 

我 们 当然 希望 平均 损失 越 小 趟 好 ， 而 平均 所 得 越 大 越 好 . 

E% 12 对 损失 函数 1: XxY —R,ó*: ü —— Y BBE 
决策 选择 ， 若 le = inf łe; 

对 所 得 函数 rr: X xY GR, Sd: 2- Y BRERRE 
#, Bre = sup Ts. 


3) CRAEN 

Pah Fy MZ LR Sik TR, Ae 
REM dist. 特别 决策 选择 的 集合 P(N, Y) 2-TAR. 

随机 映射 g 代表 信息 空间 X 和 决策 空间 Y 之 闻 的 联系 ， 称 
为 “正确 行动 ”. 


x — n 
> ⁄ 
y 
那么 我 们 要 求 最 佳 决策 选择 好 HR Sof Ho RR “UE R 
好 
定义 13 5° 是 最 佳 决策 选择 ， 若 dist(" o f, g) = infs dist(6 ° 
Í, g). 


262 


dist(_o f,g) 是 一 个 由 决策 选择 空间 P(N, Y) 到 [0, oo] 的 

映射 ， dist{_ 5 f,9) : POM) AN, Y) — 10, ool. 
= W s-r, Br<s, 

EM 14 r,s € [O,co}, 定义 ra= de Pros. 

不 礁 直 接 检验 好 上 定义 的 [r, 3] 是 [0,0c] 上 的 一 个 广义 度量 ， 
即 有 jrr) = 0, 并且 [r,s] + [s,¢] > [r, t]. 

命题 5 dist(_o f,g): P(M)(O,¥) — [0, oo] 是 一 个 距离 递 
PER Be, BNA dist(d1, 52) > [dist(51 o f,g).dist(ó; o f, g)], 因而 是 连 
PEB. 

证 明 AERA, Æ ó = th + (1 — t)ós, 那么 ó) 0 f = tio 
f + (1 — Dós o f, P DA dist(é,,do) Z dist{s o f,dso f): FAWHE 
r,s,t € |0,oo|, r + g >t 4HRM r > [t, 8]. 

因为 一 个 紧 致 空间 上 的 连续 函数 可 以 达到 它 的 极 大 值 或 极 小 
值 ， 记 以 由 以 上 命题 5 有 以 下 推论 . 

定理 6 车 决策 选择 空间 P(9D(XY) 是 一 个 紧 致 空间 ， 那 么 
最 佳 决 策 选 择 (定义 13) FE. 

车 0,Y 均 为 有 限 空 间 ， 那 么 POVO,Y) 为 紧 致 的 ， 或 者 我 
们 可 以 限制 dist(-o fg) Æ PEMO, Y) 的 一 个 紧 致 子 空间 上 ， 这 
样 最 佳 决 策 选 择 存 在 . 

下 面 一 个 定理 给 出 西 集 度量 准则 与 极 大 极 小 准则 的 一 个 比较 . 

ER? 若 信 息 空间 X 与 决策 空间 Y 之 间 的 联系 正确 行动 g 
fe—t+ OW RR: X -一 了. 我 们 可 以 定义 一 个 相应 的 所 得 函数 
r: X x Y — R, 


_ J1 #g(e)= v, 
r) = l; 车 gle) # y- 


这 样 由 凸 集 度量 准则 给 出 的 最 佳 决 策 选择 与 由 极 大 极 小 准则 给 出 
的 最 佳 选 择 是 一 到 的 . 
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定理 的 证 明 见 图 . 


在 Bayesian 情况 下 ， 信 息 空间 X 上 有 一 个 先 验 概率 p: 1 一 + 


A, 
p f 
1 —— X —— 9 


g >s 
Y 
WFE, (gop: 1-5 Q x Y Bp dofop: 1— Q x Y, 
BRASH Q x Y 上 的 两 个 概率 
P 


定义 15 在 Bayesian 情况 下， 人 是 一 个 最 佳 决策 选择 ， 若 
dist((1o,ó*) ° Í °p, (f, g) op) = inf dist ((la,ó) ° f op, (f. 9) op). 
命题 6 SHEE 了 RHE i: N —++ X, 满足 (1g, 89) o 


fop=(f.lx)op, EZ ó" = gods 是 一 满足 定义 15 的 最 佳 决 策 选 
É. 
证 明 


(lq,g90 0)o fop= ln x go (la,do)of op 
=p xgo(f,1lx)ep=(lgof,golx)op= (f,g)op. 
这 样 dist((1o,go a) o f op, (f g) oe p) = 0. 


eR, SX = Y,g = 1x (例如 人 参数 估计 ), Ma ó" = bo BF 
扰 通 道 HARE. 

当 信 息 空 间 与 决策 空间 是 相同 时 ， X = Y, 而 正确 行动 9 是 
X 的 恒 等 映射 时 ， 常 用 maximum likelihood 方法 构造 最 佳 决策 选 
#. 
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rr urar SY wa == a =" Uara E 


f R- ARAE Pri HRI o X +> Q. H maximum 
likelihood AWG UI e aka SO: Q — X RE— oe. 
它 的 基本 思想 是 将 观测 空间 的 元 素 z 送 到 最 可 能 有 此 结果 的 信息 
5(w) € X, BPA J(óG0),20) = max Faw). 车 有 多 于 一 个 的 这 样 的 
z, 取 其 中 之 一 蜀 åw) 


foó(u,u) = Š f(x, w)6lw, x) = F(6(w),w) = max F(z, w). 


r€ x 
在 这 种 情况 下 (X = Y, 9 = 1x), (fE PE t WEB] T IRERE 
选择 6* 定义 为 
dist(f o á“, 1n) = inf dist(á o f,1n). 


定理 8 用 maximum likelihood FAA 38 BJ t Ez 3 yE FE 全 
基 在 凸 集 度量 准则 下 ， 所 有 可 测 函 数 决策 选择 á: Q 一 3 X 中 的 
最 佳 者 . 

证 明 ”我们 要 证 明 dist(fods*, in} = inf dist{ f oå, 1o) 这 相当 
于 证 明 
了 eggwyab ) 


< -log inf —— & . 
< -log inf -wj ， 对 任意 4 


但 是 1ntab,a = 1 8 RI w= u”, PHS 
inf f o ë (as, w) 2 inf fo d(w, w). 


fod*(w,w') 
—] r 2 s 5 
og, in wen lo(w,w') 


但 是 
fod"(u,u) = $ f(a, w)s*(w,2) 
zX 
= f(é' (u): w) = max f(z.) 
> Jaw), w) = f o d(w, w). 
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85 随机 动力 程序 (序列 决策 论 ， 
控制 的 随机 过 程 ) 


一 般 教 科 书 上 随机 过 程 的 定义 有 三 类 : 
a. 一 个 随机 过 程 {pw}n-12,… 是 一 列 状 态 空间 乘积 上 的 概率 分 
46 Pn i 1 +> i Xp, RS PAA, BA mao pa+i = Pa- 


Pa+1 
1 at wl Xi 
enti 


> |= 
I] x; 


kan 


O b ARMAR {nln 是 一 列 随 机 变量 (XAA 
数 )， fie fs 的 联合 分 布 FE。 是 R" 土 的 一 个 概率 分 布 ，m = 
1,2,…. 这 列 分 布 (F,) 当然 是 相 容 的 . 

o 另 一 种 定义 是 马尔 可 夫 链 的 定义 

一 个 随机 过 程 是 一 列 随 机 映射 gs : Xa — Xan 二 1,2,…， 
加 上 一 个 初始 概 率 p: 1 X. 

这 样 我 们 也 可 以 造 一 列 相 容 的 乘积 状态 空间 T X, 上 的 概 


率 ， 
Q, = go: 1 一 Xi, 


= (x0) oon: 1 —— X, — Xx Xa, 


266 


Qn = (1 om xedn itemra iogn :1 
kgni 


4 ll X, — IES 


kSn—-1 ken 


注意 , 这 三 种 定义 并 不 等 价 , 这 是 因为 不 同 的 随机 变量 序列 或 
随机 据 射 序列 可 以 给 出 乘积 空间 上 的 相关 的 概率 . 

随机 动力 程序 (stochastic dynamic programming) 或 序 烈 决策 
论 (sequential decision problem), 叉 称 为 控制 随机 过 程 (controlled 
stochastic process). 它 的 基本 特点 是 ， 动 力 (dynamics) 或 转换 
(transformation) 不 仅 依赖 于 状态 (states), m BKM FAR (deci- 
sion). 

随机 动力 程序 的 模型 如 下 : 

N = {0,1,2,..-}. 

1) 状态 空间 天 n,n € N; 

2) 决策 空间 An n e N; 

3) 动力 (转移 ) 


Ta: [J x. z [A — Xn, 


kin ken 


在 马尔 可 夫 情 况 下 ， 动 力 不 依赖 于 历史 ， Th: X, x An 


+4 Anyi 


4) 决策 选择 fo: Xo — Ao, 


bn: [| x, x I] Ap td An, nel. 


ken k<n—1 


注 a 在 四 中 ，Bellman 的 定义 是 平稳 马尔 可 夫 程 序 ， 即 
An =X,An =A NEN, HHT: AXA — X, n: XxÀA — A. 
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同样 情况 在 Gibman [5|. 

b. Aik Tad, € M, 为 可 测 函 数 ， 那 么 我 们 称 这 样 的 动力 程 
序 为 确定 的 动力 程序 (deterministic dynamic programming), 如 [2]; 
B Taede € PID, 为 随机 映射 ， ROMA AMMAR. 

5) 最 佳 决策 选择 的 准则 (criteria of optimal policy). 

这 里 我 们 讨论 所 得 函数 准则 ; 

在 每 一 阶段 n, AMBAR rni X, x An — R. 

a. 确定 型 (deterministic case) 

著 选 择 了 一 个 初始 状态 zo € X, 以 及 一 列 决策 ao, 81,82,05 
则 有 一 列 相应 的 状态 zi = To(zo, a0), za = 入 (zo,X1100191);'… 定 
X inlro) = max 2) raza, av), fs (zo) 给 出 选择 了 初始 状态 zo 在 


阶段 N 的 最 大 所 得 ， fs(zo) 是 Ti, n =0,1,2,---,N-1 的 函数 . 
若 确 定 了 一 列 决策 选择 fna : H Xk x J Ae ++ An n= 
1,2, a) 那么 有 000 = solzo), t = To(20,40), qi = ôi (zo, £i, ao), 
#2 = Ty(zo,zi, ao, qi)... 2 是 一 列 最 佳 决策 选 择 ， 著 与 F = 
(60.31, 535° ` 小 相应 的 一 列 To, 60, £1,811, T2, 02,5, E-MAN, 


k 


N 
Y rie(ze, ae) = fu (zo). 
k=0 


b. 随机 型 
Tn: T[ X, x II Á, = Xatis 
kgn Ran 
én: H Xx I] Ae An 
kon egn-l 
HAMIR H. 


对 (£0, ta ns 00 Gn) € II Xk x LAs 有 一 个 Anti 上 
ken n 


的 概率 ， Tal- | Z0, Tn 00 an). 对 (Loy Zn o, aa- = 
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H Xx II Ak 有 一 个 A, 上 的 概率 如 (1zo，……，znyano an ij 


kin k€n—1 
这 样 ， 考 给 出 一 — PARR po: 1 — Xo RN ARRAS 


TE Xe x LL A = Xx 4 EM 个 概率 pas: 1 —— X x A. 
=ü k=0 
it ( TJ B, x Ck) x x ( il Xp x Ax) = Bo x Coxx Ba x Cn x 
k<n k=mn+1 


Xni X Angi Xo XX A EMP MA, 这 里 Bre C. 分 
别 是 X 和 A, 的 可 测 子 集 ， 那 么 


Paos (Ha x Cr) x ( i Xx x Ai)) 


k=n-+1 
-f Í -| Í én(dan| To, -s En, 00, ni) 
Bo ¥ Co Bn 7 Cn 
-don| 301yGE0) nl) 


- doldao| zo)uo(dzo). 


同样 ， # jm 是 一 个 概率 pm : l —+— H | ex M Ao B 
Z Puan XX A 上 的 一 个 概率 ， a} n>m, 


n. (T] Pex ce) x ( Il Xi x A.) ) 


k=n+1 
=f [ -| Í ón (da,| £0, tt, Eni do Gn—1) 
H Bax I[ Cy Ym Bn I On, 
kom kġm-l 
.T,-i(de,|Zo, ts En-t 00an) 


` bm{daml Tor t Emi By s Bm—1)d fim. 


n 
让 Tin {T a) = > Tk[Tk, Os), (x, a) € x x A, 
k=0 


Rl 5) = Ra = Í rim (2, a) dP. 
XxA 
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对 于 一 个 初始 概率 pe: 1 -+ Xo 6* 为 最 性 决策 选择 ， 若 对 
每 一 个 n, Rale 6") = sup Ry(u, ô). 


最 竺 决策 选择 的 存在 依赖 于 (l) 决策 选择 空间 在 某 一 拓扑 结 
RFE EHH, 2) 所 得 函数 是 上 连续 的 (upper semi continuous), 
因而 可 以 应 用 定理 ， 紧 致 空 间 上 的 上 连续 沙 数 可 以 达到 它 的 上 极 
限 . 

决策 选择 空间 上 的 拓扑 结构 ， 一 是 由 状态 空间 与 决策 空间 上 
的 某 种 结构 所 诱导 ， 另 一 种 是 运用 凸 集 度 量 诱导 的 拓扑 ， 
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第 16 章 


rh E EE E dist 的 一 些 有 趣 性 质 


C Èt. a,be C, dist(a,b) = — log sup i (M 
At e |S, iced 
a= tb + (1 —the 
DB) 
1. dist 是 一 个 相对 的 度量 ， dist(a,b) 的 大 小 依赖 于 空间 (F 
宙 ). 
通常 意 闵 的 度量 是 绝对 的 度量 ， 两 点 之 间 的 距离 不 论 是 在 子 
空间 中 度量 , 还 是 在 全 空间 中 度量 是 一 致 的 . 例如 欧 氏 平面 与 空间 
PRA ZIRE. eR RE dist 却 是 一 个 相对 的 度量 . 下 
面 是 一 个 例子 . 


Ca = [0,1] 是 单位 区 间 ， Cn = [0,=], C: € Cn 


a, be [9, 1l, Looe eae _ 
ü a b 1 
disto, (b,a) = log 12%, distc,(b,a) = log #=%. M 


Jm log =£ = 0. 
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中 心 为 a, 半径 为 r > 0 的 开 球 B(r,a) = 他 | dist(z,a) < r}. 


Bo, (r,a) = {x € [0,1] | ee" < z < 1—(1— aje"") 
= (ae™", 1 — (1 — a)e ™"), 
Be, (7, a) = (z € [0n] |ae 7” < z < n — (n — aye”) 


= (ae",n — (n — ae”). 


Bo, (r,a) C Bc. (r,a). 

在 [0,co) A, dist(b,a) = 0, 而 Bio,ov) (7, a) = [0, oo). 

但 是 dist(a,b) = log Ë 却 没 有 变化 ， 这 是 因为 Ci, Or FED 
具有 同一 边界 0. 

E R = (—00,00) 中 ， 任 意 两 点 w 之 闻 的 距离 dist(a,b) = 0; 
任意 开 球 B(r,a) = (—oo, co). 

当空 间 增 大 时 两 个 辕 定 点 之 间 的 距离 dist 减 小 了 ， 这 是 因为 
对 比 于 大 的 宇宙 两 点 之 间 的 距离 相对 地 变 小 了 . 于 是 具有 固定 半 
么 开 球 的 容积 增 大 了 . 而 当 宇 宙 无 限 大 时 , 任意 两 点 则 的 有 限 距离 
相对 于 无 穷 大 的 宇宙 成 为 零 ， 而 任 一 有 限 半 径 的 开 球 扩张 为 整个 
FE. 

RH, AAS PH dist 厅 携 带 任何 信息 ， 这 里 无 穷 是 指 在 
空间 的 任 一 方向 上 均 为 无 穷 . 

2. 有 限 中 的 无 限 . 站 在 空间 (FH) 之 外 观察 空间 为 有 限 ， 但 
位 于 空间 (FH) CARMA AE. 

这 里 我 们 还 是 以 单位 区 间 (0,1) A. 单位 区 间 [0,1] 是 有 限 
的 . 但 是 对 任 一 正 整 数 n, 我 们 可 以 投 到 [0,1] 中 的 两 点 ， 两 点 之 间 
的 dist An. ae [0,1], ik b= ae" BẸ b= 1- {1 aje”, 

ae" ™ 1— {1 — ae" 


0 a 1 


273 


QA dist(b,a) = — log e" = n. 

B(n,a) = (ee ™,1 — (1 一 a)e "*) 是 半径 为 n, 以 a 为 中 心 的 
D. 中 的 开 球 。 Ü B(na)= (0,1) C 0,1]. Aik Bln,a) = (z € 
i0, iji | dist(z, a) £ n} = fae", 1 — (1 — aje *] AAT ER. E 
有 Ü Bina) = (0,1) C [0,1]. 

对 于 的 集 度 量 dist, 无 法 定义 类 似 欧 氏 空间 中 的 有 界 空间 ， 有 
界 子 集 等 ， 例 如 B(e,0) = [0,1 - e75) Æ [0,1] PAO 点 为 中 心 ， 
e > 0 为 半径 的 开 球 . 


l-e“ 
koet 分 | 
Ü Z+ Yn 1 
让 Tn = Ly 一 e), Yn = -1/1 Š s), Za, Yn € Ble, 0). 那么 


z, = tya + (1 — t)0, t = = 


log (n — 1) — oo, 

LAF H (—co,co) 由 无 穷 多 个 有 限 空 间 [n,n + 1], a € Zw 
成 ， 但 每 一 个 有 限 空间 fm.m + 1| 本 身 又 是 一 个 无 穷 的 宇宙 . 

在 现 民 物 理学 , 天 文学 中 需要 这 样 一 个 具有 相对 性 质 的 度量 ， 
这 将 有 助 于 研究 清理 多 个 字 宙 ， 字 宙 大 爆炸 等 理论 ， 

3. 球 B(r,a) 的 形状 依赖 于 空间 (FE) 的 形状 . 

以 下 是 两 个 恒 子 

空间 为 长 方形 {C ER] 9589), ob>0,0d<0. 


==. 这 样 dist(zn, Ya) = 
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这 样 ， 开 球 B(r,(0.0)) = Sey) 
仍然 是 一 个 长 方形 ， 
空间 为 单位 园 盘 D = ((,) € 


R? | 2 +y < 1} MAR (oh 
B(r, (0,0)) = {(z,y) | 2? +y? <1-e"} 
仍 是 一 个 圆 ， N 
4, dist 是 一 平 直 度 重 
例如 欧 氏 平面 R’ 中 的 枉 一 多 边 


WH TREE dist 诱导 揭 拓 扑 中 是 紧 致 的 ， 但 是 单位 圆 盘 D = 
[(z,s)] z +? < 1) 却 不 是 紧 臻 的， 以 下 是 证 明 . 
O<t<L (z,u) € D, MA ety £ L. ik 


e(1— e") < z < a(1 一 ea ) 
a(l e} < y< b(1-— e" 


+ 


P = (1,0) + (1-¢}(z,y) 
= (t+ (1 —t)e, (1 — t)y), 
这 样 


(E+ (1 — te)? + (1 — ty)? 
= #? + e+ (1 — D? (2? + y*) 
< +%(1-— Uz + (1 — 2 
= 1+ (t — 1)( — z) (1,0) 
<i, 


所 以 点 P 不 可 能 是 单位 园 s7 +y = 1 上 的 点 ， 这 样 点 (10) 

的 邻 域 Bir, (1,0) 只 会 有 单位 图 上 的 一 个 点 (1,0). MR Q 是 单 
EAER- A, OBR BQ) RRR ALMA Q. 而 
El 位 于 单位 圆 内 ， 那 么 Q KM Bir, Q) 不 含 单位 加 上 的 任何 
车 取 开 复 盖 为 包 合 只 上 每 一 点 前 一 个 邻 域 前 集合 [B(r, Q) | 
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Q € DY, 则 不 可 能 找到 这 个 开 复 盖 的 一 个 有 限 子 复 盖 ， 

5. MEE dist LL RA (entropy) 

证 Cn AH n Tu ER JH uE. C, E n 个 元 素 的 集 
& Xn = [zz En} 上 概率 的 集合 ， Co = {p = {p(xi)} = 
{pi} | pi > 0, > pi = 1}. 

我 们 可 以 将 Cn BA n — 1 维 
Ra) R! AAT, R- 
A n — 1 SEH (simplex), Ca (0,1) 
{(p1 Pay Pai) € RI í p 
0, x p < 11. 例如 Cs = ((pi, ps) € 


R? pi > O,pe > O,p1 + pe < 1} Æ 
FHR 上 的 一 个 三 角形 区 域 . 0:9) 0) 
X, 的 每 一 个 元 素 z; 代表 X, 上 的 一 个 概率 (deterministic)ó;, 
he) = 人 Bia 
0， 若 1 天 也 
对 任 一 概率 p € Cr, dist(p,6,) = -log pp 这 是 因为 车 存在 
qe C,a,p= 16; +(1—t)q, 0 < t < 1. BA 
{7 =t+-1-+(1-— t)q; = t + (1 — thy, 
p; = t: 0 + (1 — t)q; = (1 — t)q;, 
348 t APR A Ë, q 应 为 O, 我 们 可 以 定义 gq 如 下 
1) # p, = 1, iË q; = 1, q; = 0, NA p = ñ; = q, 
2) # pi < 1, iE q; = 0, q, = pF š, 
那么 t 的 最 大 值 为 t = p; dist(p,d) = -logm Bm = ¿L¿, 
dist(p, 6;) = 一 log 2 = log n. 
概率 pe Cn Hie V MH F 


H(p) = => pi log pi. 


i=0 


T2 


W Il 


j +. 
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这 里 log 是 选择 了 一 个 适当 底 的 对 数 ， 并 且 定 六 Olog 0 = 0, 这 正 
是 Shannon 1948 年 在 “A mathematical theory of communication” 
中 的 定义 ， 

BRAZ pHi 


H(p) = — 5 pi log pi = 5 ` pidist(p, 6:) 
i=l i=1 
. IES p 到 每 一 个 5; 的 dist 的 加 权 和 【weighted sum). 
6. 单 形 CL Rm BAVA dist 诱导 的 preorder 


n—l 
单 形 Cn = {p | p: 2 0, ÈX pi <1} 上 由 度量 dist 诱导 的 反 变 


据 抓 与 协 变 拖 扑 有 很 不 相同 的 性 质 .， C, 上 的 反 变 拓扑 等 价 于 Cn 
作为 R! TÆRER th ( 欧 氏 拓扑 ), 但 On 上 的 协 变 拓 扑 却 是 
ERAH (0.1,2...-. n — 1) 面 上 协 变 拓扑 的 不 变 并 . 

ERE C, be MM POIMAR: 

abeCy,a < b HAH dist(a,b) < oo. HM 

ljaga: 

2) #r o < b, bgc MWA z < c. 

即 < 是 一 个 preorder. 

# ab 位 于 单 形 Cn 的 司 一面 内 ， 即 a; = 0 HENS b; = 0, 
i=1,2, n- 1, 这样 dist(a,b) < co, 并 且 dist(b,a) < oo. BA 
a < h, 3Ë Ë. b < a. 

利用 这 一 preorder, 在 单 形 C, 上 定义 以 下 等 价 关 系 ， ab 
HEN a < b HH b < a Bj dist(a,b) + dist(b,a) < oo. 易 检 验 这 
确 是 一 等 价 关系 . 

我 们 有 以 下 绪论 : 

1) a, bE Cna ~b 5 BA a, b 位 于 同一 面 内 . 

2) Cn/ ~ 是 C, 的 不 同 面 的 集合 ， 即 C. 包含 的 不 同 低 维 单 
形 的 集合 ， 
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3) 可 以 在 Cnf ~ 上 定义 一 个 preorder 关系 <': ú <'a;a < b 
(É a Z b) 当 且 仅 当 dist(a,b) = oo 而 dist(b,a) < oo. 不 难 检验 < 
是 well-defined, 并 且 确 实 枸 成 一 全 preorder. 

4) (Ca/~.<') 是 单 形 Cn 上 不 同 面 构 成 的 poset, <' 正 是 通常 
的 而 的 包含 关系 . 

以 下 以 C, AP. 

Cs 可 以 看 为 平面 R? 上 的 以 下 v2 


三 角形 区 域 . (0,1) 

012 RÆ Ca 前 唯一 二 维 面 ， 

01,10,11 RÆ Cs 的 三 个 一 维 10 11 
Hü, 

(0,0), (1,0), (0, 由 是 Cs 的 三 个 (0,8) (1,0) Ti 
0 维 面 . 


因为 0 维 面 上 网 点 具有 了 两 个 分 量 为 0, 1 维 面 上 的 点 具有 一 个 
分 量 为 0. # a; Z 0, H 0 = ta; + (1 — t)b; 可 得 t+=0. Bo #E 0 
A, b 是 一 维 面 上 的 点 或 二 维 而 上 的 点 ， 则 有 dist(a,5) = oo, 而 
dist(b,a) < co, BD a <' b. 

同样 车 a 是 一 维 面 上 的 点 ， 是 二 维 面 上 的 点 ， 有 dist(a,b) = 
oo, dist(b,a) < co. Ha 是 一 维 面 上 的 点 ， 是 男 一 个 一 维 面 上 的 
Al. MFE i, a, = IB b; Z 0; RHE j Z ¿L b; = 0 I a, Z 0. 这 样 
dist(a,6) = co, F H dist(b.,a) = co. 

这 样 ， (Cs/ ~, <') 的 poset 结构 如 下 ， 


012 


JIN 
01 11 10 
|> ><] 
(0,1) (0,0) (1,0) 
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iS SS ET J 


第 17 章 


Monad 和 计算 语言 


范畴 论 在 计算 机 科学 中 的 应 用 是 多 方面 的 ， 这 一 章 我 们 介绍 
monad 的 概念 及 其 应 用 . 

用 mond 作 语 义 解 释 的 语言 系统 有 两 种 ， 一 种 用 在 对 多 个 程 
序 语言 做 比较 时 ， 每 一 个 程序 语言 对 应 于 一 个 monad {为 方便 起 
见 ， 我 们 假设 它们 是 在 同一 个 范畴 上 的 monad), 研究 不 同 monad 
之 间 的 关系 , 能 得 出 相应 的 程序 语言 之 闻 的 关系 ; 另 一 种 是 用 在 一 
个 固定 的 程序 语言 中 ， 上 比较 不 同 程序 的 相应 的 性 质 ， 两 个 不 同 的 
BF, MAW RHR EIDE, MS, ARH? BR 
法 是 将 程序 分 别 输入 计算 机 , 通过 执行 后 的 结果 加 以 比较 , 在 很 多 
时 候 这 样 做 不 经 济 ， 将 程序 详 言 解释 在 一 个 有 monad T 的 范畴 5 
内 , 一 个 类 型 含有 参数 为 类 型 A 的 程序 对 应 于 一 个 从 慎 域 A(25 
mm A) 到 计算 TB AWB) 的 C 中 的 一 个 映射 , 这 样 由 范畴 内 映射 
的 运算 ， 以 及 与 工 的 性 质 ， 可 以 得 到 相应 的 程序 的 比较 性 质 . 

我 们 先 介绍 monad 的 概念 ， 然 后 介绍 两 妆 诺 言 系统 . 

首先 是 一 些 符号 . 

CRP. f: A— Bg: B — C 2 C 中 两 个 映 
射 ， 下 与 gy 的 合成 记 为 gcf : AOC. 这 是 数学 上 通用 的 记号 
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la: 4 一 4 为 4 到 4 的 恒 等 映 射 ， 
注 (1) 有 些 计算 机 科学 方面 的 文章 将 f 与 9 的 合成 记 为 f; 9 
(2) morphism — MEFA “AS, 我 们 认为 只 要 注意 到 上 下 
交 的 宿 接 与 有 基体 的 范 畸 , 并 不 会 引起 概念 的 混乱 ， 央 而 不 需要 引入 
那么 多 的 “生词 ", 所 以 我 们 在 这 里 将 morphism 翻译 为 映射 . 


§1 Monad 


定义 1 范畴 C 上 的 一 个 monad (T,n, x) 由 三 部 分 组 成 ， 这 
H T R C 到 自身 的 一 个 孙子 ， 兴 上 均 为 自然 变换 ，#: le 一 T, 
u: T2— T, 并 且 满 足以 下 可 换 图 形 ， ABC 中 一 个 对 象 ， 


BA Q TA = ñA 9 TüA BA onra = lra = tpa 2 Tna 


Hi 5 是 集合 和 映射 的 范畴 ， 4 是 一 个 集合 EXTA = 
Pan(4) = {4 的 有 限 子 集 }. na: ATA, nala) = {a}; ja : 
PA — TA. 将 4 的 有 限 个 有 报 子 集 并 起 来 仍 为 4 的 一 个 有 限 
子 集 ， 直 接 检验 可 知 T. nu 满足 monad NBR. 

H2 G 是 一 个 男 定 的 群 ， 蕊 是 一 个 集合 , 定义 TX = GxX, 
Ë G 作用 在 TX k. 

G x (G x X] — G x X 

(g.(h,z)) = (gh,z) 
iE pe 

Ne: X -— TX = G x X, mlz) = (e,z) KE e 是 G 的 单位 


JG. 
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例 3 XEE-—T8@, FX EHX ERRARE. m: X 一 
FX, halz) = £, az: FFX — FX, WER PX 中 的 有 限 
STERMPRAEH, BRA FX 中 的 一 个 元 素 . 

Bm 4 ERM CHES, RE exception, TX = X + E 

te: X— XE, nz) = (zl, 

bz: X+E+E—+X+EËE, Hafz) =a, ple) = e. 

定义 2 (Tpu) 是 CC 上 的 一 个 monad, T 的 一 个 代数 (A. h) 
由 两 部 分 组 成 ,其 中 A 是 C 中 的 一 个 对 象 ， 天 是 从 了 4 到 A 的 在 
C 中 的 一 个 映射 ， 满 足以 下 可 换 图 形 . 


T2A TA A — TA 
“| da A 
TA A A 
hoTh=hAocpta hona = la 


WT T- 代数 (Ahh {B,9) Z) Rj) hh f; (Ah) -一 


TA A 
mf 5 F 
TB B 
goTf=foh 


C EM T- 代数 与 T- 代数 之 向 的 同 态 构成 一 个 范畴 CT. 从 
C 到 C7 有 一 个 函 子 FT: € — C7, FT(A) = (T2A STA) = 
(TA, wa), FT(A 4+ p) = (TA 74 TB). FT 有 一 个 right adjoint 
GT: cT +e. GT(TA -> A) = A, GT((A,h) = (B,g)) = 
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"wu x. [Á 


pr 


(A 4, B). 

GT 正 是 所 谓 的 forgetful AT, MH T- RAH. 

不 少 代数 结 梅 正 是 适当 monad 的 代数 , Pin EE 034 2, | 3. 

定义 3 monad (T, q p) 的 Kleisli 范畴 Cr 定义 如 下 : 

Cr ARRE CEARR, Cr PM ABB 的 一 个 映射 是 C 
HM ARITE MPR, f: A— TR, # g: B — TC, Cr 
rh f So 的 合成 定义 为 ycoTgof: A— TB — TC — C. 

CT F A 到 A 的 恒 等 映射 即 是 m4 : A 一 > TA. 

对 Kieisli 范畴 Cr, AW FAF, 

Fr: C 一 er 

(A-5 p) — (Tfong: AZ TAS TB) 

S, Thona=neof REAA 0 RARER. 

Gr: Cp 3 Ç 

(A= TB) (na o Tg: Ta TB #5 TB) 
由 直接 计算 可 以 证 明 Fr 是 Gr 的 left adjoint. 

E (F.G,n.e) 是 一 对 adjoint AT, 这 里 F: C — D.D — C. 
it T=GF, 9: le 9 GF Æ% pa = Gepa, T2A = GFGFA -一 
GFA=TA. 

定理 1 如 上 定义 的 {了 ,np) 是 C 上 的 一 个 monad. 

证 明 我 们 需要 证 明 monad EM PMA AH aR. 

首先 , He: FG — lp 为 一 个 自然 变换 ， 于 是 有 下 面 可 换 图 


形 
FGepa 
PCGFCE A FGFA 
EFGFA | | EFA 
EFA 
FGFA FA 


Era 9 FGepa = EPA OEFGFA 


xw S KAN PS G, 我 们 有 GergoGFGer, = Gerao 
Gerara XIE E na o Tua = ña 9 pr, 在 以 下 图 形 中 


TIGFA GFna 
GFA —— GFGFA +— GFA 


Ge 
tera \, | rZ era 


GFA 


由 于 (F,G,n,¢) 是 一 对 adjoint BT, 所 以 有 Geraonera = lera, 
并 且 Gera o GFna = Glera o Fna) = G(lra) = lera. (MW [I]. 
p80) 

定理 2 adjoint MFR FT, GT 与 Fr, Gr 引导 的 monad iF 
是 (T, n). 

定理 3 在 所 有 引导 出 monad (7,7, u) 的 adjoint K T ATH 
(FT GT n, ) 是 最 大 的 一 对 ， 而 (Fr,Gr,n er) 是 最 小 的 一 对 . 
RRB, BR: C — D, G: D — C 是 一 对 引导 出 monad 
(Tn, n) 的 adjoint AT, WA FEE — RT 

K: D— CT, 8 GTK = G, KF = FT, 

L: Cr — D, GL = Gr, LFp =F. 

证 明 首先 定义 K: D— CT BK: X — Y 1 D rPEh 


Bt. 
K(X) = (GFGX Š% GX) 
GFG 
GFGX —— GFGY 
K(f): Gex | | Gey 
Gf 


GX GY 


因为 <: FG — 1p 为 自然 变换 , 所以 foex = ey oGF7, Am 


284 


GfoGex = Gey o GFGf. 由 直接 计算 可 得 GTK = G, KP = FT. 

其 次 定义 了: Cr — D, (A -> TB) — (spp o Fg: pa S 
FTB = FGFB *3 FB). WA GL(A > TB) = G(epp o Fg) 
= GtrpoGFg = un o Tg = Grig); LE, (A Fy B) = L(A +, 
B® TB) = eppoF(ngof) = (eppo Fyp)o Ff = IpgoFf = Ff. 
所 以 GL = Gr, LF, = F. 

FRE OK 的 唯一 性 . . 

HA GTK = G. 所 以 在 4 一 定 具有 形式 KA = (TGA 5 
GA). 在 所 ,GT 的 counit e7 的 定义 中 


C(GTX,GTX) “> CT(FTGTX,X), lory ek. 


RX = KA, FRA ega: FTGTKA — KA. 
{H KA= (TGA ++ GA) E T- 代数 ， 即 有 以 下 可 换 图 形 


GFGFGA GFGA 
FTGTRA = BGA | | h = KA 
h 
GFGA GA 


Br KA = (TGA Ž4 GA), h = hy. (AR Ly = Key ([1],p139), 
并 且 ke, = Gea, MA h = Gea. 这 样 证 明了 站 的 唯一 性 . 

FEA) oF AF L 的 唯一 性 . 

计算 机 程序 语言 上 要 用 的 是 这 对 最 小 的 adjoint gr, AT 
的 Kleisli 范 畸 有关 的 这 对 adjoint BF (Fr, Gr,n,er).Kleisli 范畴 
Cr 中 的 对 象 4 是 类 型 4 的 值 域 (walue), BFT 是 计算 转换 ，T4 
是 类 型 为 4 的 计算 输出 值 域 ， cz 中 的 映射 f: A — TAB, 对 应 
于 计算 程序 ， 输 入 程序 的 是 类 型 4 的 值 ， 而 输出 的 则 是 类 型 B 的 
计算 值 . 
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还 有 一 种 等 价 的 方法 刻 划 一 个 monad. 这 种 方法 的 优点 是 不 
RCM AHR, BIPM monad 概念 的 直接 应 用 . 

定义 4 一 个 Kjeisli triple (T, n, —*) HEAP RP: C È 
一 个 范畴 ， Ob(C) EC 中 对 象 的 集合 ， 工 是 DObtc) 到 自身 的 一 
个 映射 T: Ob(C) — Ob(CY; 对 A € Ob(C), na: À — TA; 38 
:太一 TB 为 C 中 一 个 映射 那么 f°: TA — TB; 它们 满足 
以 下 要 求 : 

(1) 1% = Ira, 

(2) ffona=f, H f: A— TB, 

Bof =o g: BTC. 

定 灾 5 # (T.n,-") 是 范畴 CC 上 的 一 个 Kleisli triple, WA 
它 的 Kleisli 范畴 Cr 定义 如 下 : Cr 的 对 象 即 为 上 PRR, 
Cr PAR DHM-PRHBC PARTE 的 一 个 映射 ， 即 有 
Cr(A,B) =C(A, TB}, Cr P AN A HESR E na: ATA; 
Cr 中 映射 的 会 成 定义 媒 下 ， f: 4 一 TB, g: BTC, 
gtof: A f, Tp >, TC. 

如 上 定义 的 Cr 确实 构成 一 个 范畴 . AERIENE 

(1) 恒 等 律 noS = f, f" ona = f; 

(2) 结合 律 h* o (go f) = (h* e g)" ° f. 

npofolreof (Kleisli triple 定义 中 (1)) 

= f. 

Jftona= f (HM (2). 

hto(g*o f)= (h'ogt')o f =(h* ogo f (H (3)). 

定理 4 (Manes, 1976). WRC 上 的 Kleisli triple 一 一 对 应 于 
C 上 的 monad. 

证 明 (TT,n, 一") 是 一 个 Kleisli triple, 我 们 要 构造 一 个 相应 的 
monad (T,n, 4). 
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Efi: A— B,g: B — C É C HRA, ZX% T(f) = 
(neo f): TA — TB. 那么 
T(g° f) = (nc ° (go PHY = ((mc ° g) ° fY 
= (((nc og)"oma)o f)" (Kleisli triple É X rF(2)) 
= ((me ° g)* ° (nB ° f))” 
= {ngo g)" ongo f) (Kleisli triple 定义 中 (3)) 
= T(g) ° T(J), 
Tila) = {nao la)" = = 1r4. 
RT 是 一 个 C 到 自身 的 隆子 
PRE nÆ le 到 工 的 一 个 自然 变换 . 
定义 pa = lja: PASTA. Eht p ETTA 
BRR, RRB HH p|. 


HA 
T2A 一 一 一 TA 
TF | | TH 
HB 
T?B TB 


Bo T2f = lp o T2f = lego re ° (na o f)")° 
= ((1fp ° nre) ° (ne f)")* = (lre o (np o f)*)* 
=((npo f)“ o lra) = (neo fy o lya =Tfolpy=Tfopa 


RE ee (T, M u) 构成 一 个 monad. 


BTA 
TŠA — TZA 
Tua | | BA 
HA 


TA TA 
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acura = ipa? lpr, = (1pa 9 imay 
= pa)” = (lra ° lpg)” = (p40 pra) e lra)" 


= (Lpa © (nra S lah" = Lpa 9 (ra Š lpa) = EA Ta 
同样 


| Tha 
TA-—+ TA —— TA 


tre, | L 


TA 


Ha onra = la ° NTa = Ira, 
BA © Taa = Lra ° (Ira onay 
= (lra onra onay = (Ura onra ena) 


= (lra ° na)” = TA = lra 


这 样 (Ton, pe) E. C 上 一 个 monad. 

反之 ， 若 (Tıme) 是 一 个 monad, f: A— TB HC 中 一 个 
映射 ， 定 义 产 = un o Tf : TA 一 + T2B — TB 那么 不 难 检验 
(Tq, 一") 满足 

(1) mm = lrA, 

(2) fiona =f, 

(3) g* o f* = (g* of)”. 

这 样 我 们 看 到 keisli triple 是 monad 的 另 一 种 表示 方法 ， 以 
后 ， 我 们 将 根据 不 同情 况 使 用 Kleish triple 的 定义 ， 或 monad 的 
EX. 


288 


82 人 简单 一 般 语 言 


简单 一 般 语 言 由 以 下 成 份 组 成 : 

一 个 类 型 (type) HRS, 

一 元 网 数 符号 f: T, — To, 

项 r: nket 

方程 x : 1 el == eg 

一 个 类 型 构造 符 导 【type constructor) T, 

两 个 项 构造 符号 [-], let, 分 别 满 足以 下 规则 : 
A 


F Atype’ 
T F rtype . 
+ Trtype 
r 7 type 
var — 


了 

z: T- zr: T 

m: They: T 
z: TH fle): 7’ 
#: THe: rf 


f ` — To 


[Fr 


z: TH fer: Tr? 
r; THe: Tn 
ri: tT beg: Tre 
let - , 
z: Th (letre, 4 ejine>x): Tr 
r: TF ey: ta 
: F ez: 
eq ©: eg: Ta 


z: Tk eí Ern ez 

注意 ， 这 里 项 只 含有 一 个 自由 变量 ， 方 程 两 端 含有 同样 的 变 
量 . 

简单 一 般 语 言 之 所 以 称 为 简单 ， 是 因为 项 只 允许 含有 一 个 自 
由 变量 ， 且 论断 只 有 方程 式 . 

一 般 语 言 的 语义 解释 是 在 一 个 有 多 个 monad 的 范畴 C A: 

es T 是 类 型 ， Er] 是 C 中 一 个 对 象 ; 
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ta: [r] — Erl, Er] 到 自身 的 恒 等 映 


e f: Tr — ra, [fj : [In] — Int. 是 5 中 一 个 映 
at; 

. Ma: nke: n HBMBB AC 中 的 一 个 映射 
ing — Eni; 

. 类 型 构造 符号 工 解释 为 C 上 的 一 个 monad (Tn, u), LTr] 
=T fr); 

© Airc: the: 7 RRR AR g: C 一? C, 那么 
lejr: Tr! 的 解释 为 映射 ge og: C- C 2e5 pot; 

es 若 z:THel:Tr BERI g: C — TC, nt 
£2 ; Tr, 的 解释 为 go: Ci — TCz, WA æ: rt (letra, = 
elinez) : Tr 的 解释 为 映射 的 合成 uc, o Tg o gi : CTC, 2% 
T2Ca #3 TOs 

© HEr: nbe =;, e: KREERTE A IAS. 

Ë 对 任 一 断定 r: Abd 的 解释 (在 这 里 是 一 方程 ) RAR 
或 为 假 . 

类 型 构造 符号 了 可 以 解释 为 不 同 的 计算 画 子 ， 它 们 均 为 范畴 
上 的 monad. 常见 的 有 以 下 几 种 ， 

IC = S 为 集合 的 范畴 ， 4 是 一 个 集合 . 

1. partiality 

PA=A,=AU{1), RE L KW MTP ESE. 

ai A> A, X inclusion, 

Ha: (AL) —* Ai, Bale)=a, pali) = L. 

2. nondeterminism 

TA = Psx(A) 是 4 的 有 限 子 集 的 集合 ， 4 的 任 一 有 限 子 集 
可 以 看 为 A 上 的 一 个 概率 测度 . 

na: A — Pin(A) nala) = {a}. 
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ta: Pn (Par(A)) — Pa. [ A), C — uC, 

3. side-effect 

8 为 状态 (state) 的 集合 . 例如 3 可 以 是 输入 或 输出 的 序列 U * 
TA = (Ax 8S)’, 

na: A — (Ax S), a — (s +> (os) a — (As: 
S. < a,s >), 

pa: ((Ax S x SY — (Ax SY, (sg > (f,s)) — (s — 
f(s’). 

4, exceptions 

E 是 exception 的 集合 ， TA = AUE, AUE A E DTZ 
并 ， 

ma: A — AÚE % inclusion, 

pa: AUEUE 一 全 AUF, pala) = 0,pale) =e. 

5. continuation 

R 是 计算 结果 的 集合 . 

TA = RR, 

na: A— RR, a — à, à(k) = kla) BD a — Ok: 
RA k(a)), 

$f: A— TB = RP’ c e TA = R, fi TA — 
TB, f*(c)(k) = cla — f(a)(k}), BH ft(c) = OR: R5.c(Àa : 
A.f(a)(k))). ER, 35 个 例子 用 了 Kleisli triple (T,y,-*) 的 定 
X. 


下 面 给 出 简单 一 般 语 言 的 推理 规则 : 
r=: rke: Ti 

L 自 反 性 z: TF e=;,e 

2. 对 称 性 z: Tre, =n €2 


z: Tk e> =, el 
. z: THe =n Ept: Thea =+, eg 
3. 传递 性 ”一 -一 一 一 一 一 一 
t. TEF el =n 83 
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ee E re ee 


m: The, =p efi n Gr 
4 ARE ”一 -一 一 一 一 一 一 一 一 
z: th fler) =+, flee) 
z: Tbe: nm: T F Š$ 
z: rk |e/z]é 
Zm: TE e, =+, £3 
6. _ — S 2 _ 
[1 æ: Tt feil =r, [ealr 
z: The =Ts, ex, m: T F el =Tr e, 
Y. let£é —— . 
m: TF (letra! < ejin e) =7,, (letre < ezin e) 


8. ass 
z: They: Try, 2): | eg: Tre, ro: tb eg: Trs 
z: TH (letzz> = (letpr, 4 eines jineg 
一 Try (letrz1 = ein(letrrzz + egine2)) 
we: The: 74, 27: Tr Keg: Tr 


r: Tre: Ty 


定义 6 一 个 理论 了 是 一 组 对 上 述 推理 规则 封闭 的 方程 式 . 
对 理论 了 可 以 结合 以 下 范 畏 A(T): 

FUT) 的 对 象 是 类 型 

两 个 类 型 n 与 +, 之 间 的 映射 是 等 价 业 [xs Ta F e: nir i 


9. T.8 


10. Tin 


EE (zm: Ti Fei: te) =Z (m: Ti F ee: Ta) AER (r: n F er =, 
e2) € T; 


l. =[z: tre: rh; 


t: 91 BJ r pt 
fe: zz eg: Ta|r o[z: nke: The = |z : nt [e /z]e> : tly- 


根据 理论 T 的 不 同性 质 ， 可 以 要 求 相 应 的 范畴 F(T) 具有 其 


CHER. 


定理 5 简单 一 般 语 言 的 每 一 个 理论 T 所 相应 的 范畴 F(T) 


具有 一 个 Kleisli triple (TP, n, —*): 


T(r) = Tr, n, = (2: TF [Pr : Tr], 
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(z: re: Trjr)* = [e's Try F letre <= gine): Trzar. 

证 明 不 难 直 接 证 明 以 上 定 祥 的 (T, p, —*) AE Kleisti trile Æ 
义 中 的 三 条 要 求 . 

给 出 一 组 作为 公理 的 方程 式 ， 由 这 组 方程 式 按 推理 规则 指出 
的 或 生成 的 方程 式 构成 一 个 理论 T, 按 这 组 挫 理 规则 推出 的 结果 
对 应 于 在 相应 范畴 中 的 解释 是 sound 和 complete, 即 一 个 方程 式 
可 由 一 组 公理 经 推 弄 规 财 推出 当 且 仅 当 在 和 任 一 满足 这 组 公理 的 解 
大 中 这 一 方程 为 真 ， Soundness 是 因为 任 一 解释 容纳 推理 规则 ; 
而 completeness 是 因为 理论 了 正 是 满足 在 范畴 F(T) 中 规范 解释 
(canonical interpretation) 的 方程 式 组 . 


53 简单 程序 语言 


应 用 程序 语言 可 以 比较 用 同一 语言 写 的 森 同 程序 的 性 质 ， 如 
程序 的 等 价 性 ， 有 效 性 等 . 

在 这 里 只 考虑 一 个 monad. 不 同 于 简单 一 般 语 言 的 是 , 简单 程 
序 语言 不 是 解释 在 范畴 C 内 ， 而 是 解释 在 这 个 monad 的 Keishi 范 
Ki Cr 内 

th Hime C 工 的 一 个 monad (T, y, u). T AY Kleisli 范畴 Cr 是 
唯一 决定 的 ， 但 车 内 给 出 范畴 Cr, 一 般 来 说 却 无 法 唯一 地 再 造 C. 
为 了 使 这 一 再 造成 为 可 能 , 我 们 要 求 对 每 一 对 象 A, ga: 4 一 TA 
为 单 射 (monomorphism). 

由 于 简单 程序 语言 解释 于 Kleisli 范畴 Cr F, mü Cr 中 的 映射 
不 是 上 中 的 映射 ， 所 以 我 们 政 一 元 范 数 符号 f: 元 一 rz 为 一 元 
控制 符号 p : + — m p 的 解释 为 〖 A TAT Ered) 的 一 个 映 
射 ， 同 时 我 们 称 项 ec: nke: n 为 一 个 程序 ， 它 的 解释 也 是 由 
KÉ ma 到 了 [ro] 的 一 个 映射 ， 并 且 改 相等 关系 = 为 等 价 关 系 
=, 等 价 方程 以 及 存在 论断 ez 的 解释 或 为 嘉 或 为 假 ， 
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简单 程序 语言 在 Cr 中 的 解释 ， 


A —<. . 
F Atype 
T F rtype 
F Triype 
上 + type 
var — y 
z; TFz: T 
p: r: THFel: Ti 
T? g: TF ple}: Te 
m: tke: Tr 
P r: TF ye): Tr 
1 1 z: rFe:;: + 
7 g: rF lel: Tr 
ew: the: rt 
let mr: Fez: To 


z: TF Get ay 
<= eline2) : Ta 
z: zF er: Ta 
eq r; z F e>: Te 
m: be, Sy, e 


zr: Te; rn 


ex 一 一 一 一 一 一 一 
r: nbel 


KA] Cr 中 对 象 


C Cr PHR 
TC 


Ç Cr PH% 
io: Co TC, Cr 
中 便 等 映射 ， 

g: C — TC 


Ho, of Pog: 
C y TC: y TC 


> TC, 


g: C= T2C' 
ner og: C3 TC — T'C' 
g: C — TC 
mrerog: C 3 pro 
"Tg! pey 
g: C> TC 
gz: C, TC 
Ho, oT g2 ° 9 : 
Oo TO > T2O, — T 
gq: Ci — TC. 
g2; Cı > TC, 
=g 


g: Ci — TC; 
F A: C, 一 C, #@ 
cl $ Tee 
9 = cx ° h, HAN, Z nes 
ez 


这 里 项 构造 符号 let 起 了 一 个 很 重要 的 作用 .从 范畴 论 角度 说 
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Far — 


let 是 Cr 中 映射 的 合成 ， 从 语言 运算 角度 来 说 let 代表 的 是 对 程序 
序列 连续 执行 的 演算 . 


下 而 是 篇 单程 序 语言 的 一 般 推理 规则 ， 


z: T- é: Ti 


1. ñ 
re a: rh e=, e 
9 m: TÍ el =;, € 
symm a: rhe, =+, €1 
m: The, =, €2, z: Th eq =r, 63 
3. trans = 
r: The, =+, ea 
m: TEE, =+, ea 
4. con p: TY — 72 
E zm: TE p(ei) =+, plez) 
F r type 
5 Ex z: THE}T 
6 E x: THe Zeg z: The lr 
congr z: 了 上 ez 二 五 
z: THFeyn,z: ake 
T. subst r: th le/zl¢é 
zr: The, =, 82 
8, H. 
HE z: th [e =r, [e 
r: TF er: Ti 
9. EH r; Tk [ey] 4 Tr; 
m; The, Sry, 82 
10 . M 
HE Br TP ule) =n pen) 
ri tkedn 
11 N OO 
eË za) ene 
12 m: The LT 
BA m: th [ple Ern el 
z: rhe, =, e, 2: m F el En e; 
13. let.é pon? —— 
g: +H (letz! < e,ine,) =,, (letz' <= eəine;) 
r: ree: T 
14. unit t L 


i 
r: TH (letz; <= eying) =r el 
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Te 


z;iTFeítT, 21: TF eo: Tə, Tg |T F es : Ts 

15. ass ; n 

zit (let z; = (let zl < eines) in es) 

=, (let zl = e, in (let z> = ezin es)) 
16. let.B z: rr er yr mi: nier: T 
z: TH (letzi = elinez) =, [ei /z]e2 
zite: T 

z: TE p(ei) =,, (letzi +- eíinp(zi)) 


iT. let.p 


P: Ti 一 T3 

简单 程序 语言 的 一 个 理论 是 由 一 组 对 以 上 推理 规则 封闭 的 等 
价 方 程 和 存在 论断 构成 的 集合 T. 对 于 理论 了 可 以 同 简单 一 般 语 
言 一 样 地 定义 一 个 相应 的 范畴 大 (四 .FT 对 应 于 一 个 Kleisli triple 
(T.9,-"), H n 满足 单 射 要 求 . 这样 使 得 理论 T 正 是 满足 在 F(T) 
中 规范 解释 的 这 组 等 价 方程 和 存在 论断 

简单 程序 语言 对 应 于 在 范畴 内 的 解释 是 sound 和 complete. 证 
明 与 简单 -- 般 语言 的 情况 相同 . 
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第 18 章 


综合 微分 几何 


微分 几何 是 研究 微分 流 形 土 的 几何 性 质 的 数学 ， 是 服务 于 连 
hy (continuum mechanics) 的 数学 . 

17 世纪 牛顿 ， 莱 布 尼 慈 发 明了 微 积 分 ， 为 研究 物体 的 连续 运 
动 提供 了 计算 工具 牛顿 是 把 微 积分 运算 直接 作为 代数 运算 的 ， 当 
时 并 没有 极限 的 概念 ， 极 限 的 概念 是 后 来 人 们 为 了 严格 化 微 积 分 
理论 而 引入 的 , 极限 概念 成 为 现代 微 积分 理论 的 基础 , 微分 积分 的 
概念 全 都 用 极限 的 语言 来 定义 . 

微分 流 形 的 引入 是 数学 物理 学 进一步 发 展 的 需要 ， 微 分 积分 
的 运算 需要 空间 是 平 直 的 , HRA- ARZTES, MAA ME 
局 部 平 直 化 的 程序 ， atlas- 流 形 上 的 每 一 点 有 一 开 邻 域 同 胚 于 欧 
RER AFER AE atlas 使 流 形 土 的 微 积分 计算 变 成 一 个 非 
常 复杂 的 程序 .微分 流 形 以 及 它们 之 间 的 连续 可 微 映 射 构 成 一 个 
范畴 . 但 是 这 个 范畴 缺乏 一 些 应 有 的 好 性 质 ， 鲍 如 不 存在 函数 空 
间 . 这 样 使 得 在 这 个 范畴 内 分 析 问 题 , 实行 计算 变 得 很 困难 甚至 不 
可 能 ， 

60 年 代 ， Lawvere 所 出 categorical dynamics MARA, WICH 
小 直接 作为 计算 对 象 , 公理 化 流 形 范畴 ,使 非 平 直 空 间 上 的 直接 徽 
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分 积分 运算 成 为 可 能 . 

A. Kock 进一步 深化 具体 化 这 一 思想 ,从 而 有 综合 微分 几何 学 
(synthetic differential geometry)[4]. 

综合 微分 几何 是 公理 化 的 . 5 是 光滑 空间 与 光滑 空间 之 间 的 
光滑 映射 (可 以 蚌 无 穷 可 微 函数 ) 的 范畴 ,一 个 物体 B HT AAR 
性 ， 所 以 不 能 只 用 它 的 原子 b: 1 BHR, WER 
寸 不 同 的 “颗粒 ”或 图 形 figure) RGE, c: X — B. 所 以 在 
£ 中 的 恕 的 元 素 的 概念 是 指 以 B 为 codomain 的 任 一 去 中 的 映射 
X — B,X 称 为 domain of variation. ig z € B. BL BOA codomain 
的 映射 称 为 B 的 一 个 推广 了 的 元 素 (generalized element). 这 样 在 
范畴 中 我 们 可 以 方便 地 运用 元 素 的 概念 来 定义 不 同 的 结构 ， 就 
像 在 一 般 以 集合 论 为 基础 的 数学 中 一 样 ， 只 是 有 一 点 我 们 带 要 注 
Mm, £ 中 的 黑 辑 不 是 经 典 的 二 值 田 辑 ， 而 是 所 谓 的 直觉 主义 型 辑 
(intuitionistic logic), 所 以 如 选择 公理 ， 排 中 律 ， 反 证 法 等 在 £ 中 
AEH. 

yim CRA RRR, 4H, 

公理 1 £ ER RANA (cartesian closed}, Bil ps M25 RF 
在 . 

ME, WE 中 任 一 对 象 X, FERAT XK: £ — £ 
具有 一 个 right adjoint, 88322 |RJ88 Z (Y: CE. 

X xY — Z 
Y — ZX 

BY ZRE PRR, X x Y BRA X xY — Z —— B 
RUM Y 到 ZX 的 映射 一 } 2*,2* WE X AZ 的 函数 空 
(al. 

函数 空间 的 存在 对 物理 模型 的 分 析 计 算是 必要 的 ， 葬 如 为 描 
述 物体 BES E 中 的 运动 , 让 了 为 一 维 空间 代表 时 间 ， 物 体 p 
的 运动 可 以 由 映射 了 站: Tx B —5 ERR. WHA WR B k 
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> una A te n. 


= =". Ás m 


的 一 点 6, f(t.) SHANA Moe EPH. 若 空 间 E 有 
一 度量 d: Ex E — E, ea 为 五 中 一 点 ， 那 么 映射 的 复合 


f 
TxB —= E 


den, —) 0 rS. | dley,—) 


E 


Sin BEA Ab 在任 一 时 刻 t Bl eo 点 的 距离 

车 周 定点 5, fd) 给 出 5 点 的 运动 轨迹 . MA F: B — ET. 
xB FG) = Gb) ET 是 轨迹 空间 ， 它 独立 于 物体 BANE. A 
为 吾 是 -一平 直 空 间 , MACA- HEZEA, BA V. MEF 到 
VT 有 一 映射 (): EF 一 VT T S () 的 复合 


了 
B — E 


N | () 
vr 
给 出 在 运动 f 中 日 上 和 在 一 点 的 运动 速度 . 

AH, SR ENA fe): BOF # BJA. BBE 的 一 个 
页 射 ， 即 给 出 B 在 空间 E 中 的 一 个 placement. RA RM AMF 
映射 

f: T— EB, f= f(t, 
BRS EP Jë B 的 placement 的 空间 , 它 独 立 于 时 间 工 而 存在 . 
者 物体 B 的 质量 为 MB), 那么 了 与 隐身 zs [dus E — E 
的 复合 给 出 相应 于 运动 f 的 物体 B 的 重心 . 

ERANLAR R. 当 我 们 取 定 及 上 的 两 点 04, 以 从 0 到 1 的 
虹 离 为 标准 尺 可 以 确定 别 的 线段 的 长 庶 ， 线 自在 平面 上 的 移动 给 
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出 加 法 ， 用 直 尺 和 圆规 构造 长 度 与 已 给 二 线段 的 长 度 成 比例 的 第 
三 条 线段 ， 给 出 乘法 ， 这 样 R 成 为 一 个 可 换 环 ， 五 的 数学 模型 即 
为 实数 环 R. 

fig: Ro R°RE 中 的 映射 这 里 nn, rm WARM, A 
是 f, g 的 equalizer 


A — R" R™ 


我 们 称 AA RBG (algebraic variety). 例如 单位 国 31 就 
是 一 个 equalizer, 


g C. nos K? Æ 


f(a,y) =x? ta, giy) = 1; 单 位 球面 52 HERR B N N 


g3 C RB R 


f(z,u,2) = z2 +y? 427, glr, yz) = L 
可 以 认为 范畴 6 RARER EERE. EaR 
D 是 这 样 一 个 代数 钱 : 


r? 


D C——— E R. 
{h $f scheme IREA A Bm. 

-HEADER D = {re Rje? = 01, 0 € D, RAE PHB 
ETETEAK, D 中 含有 其 他 非 零 元 素 . 

公理 2 DAR 的 任 一 映射 FE Fe: D —, RERE 
的 ， 妈 存在 唯一 be R, 使 得 g(d) = 9(0) + d: b. 

公理 2 是 说 无 穿 小 空间 D 充分 小 ， 小 到 在 D 上 的 任 一 通 数 
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` — — . ee — Iei- 


都 是 线性 的 ;但 又 足够 大 ， 大 到 每 一 直线 的 斜率 可 以 唯一 确定 . 


EE, g 可 以 是 从 五 的 包含 DD 的 一 个 子 集 到 RK, bg 
的 斜率 ， 即 g 在 0 点 的 导数 ， 记 为 6= g (0). 

由 公理 2 中 5 的 唯一 性 , 可 知 D 中 元 素 具 有 消去 律 , 若 Yd < D, 
d.bi = d: bo, BA by = bs. 

DD 上 具有 R- RH; 对 于 rE R.d.r £ D. ZERA (dr)? = 
Ër? = 0.22 = 0. (EER dd. € D. di + d, € D MARY 
d, dz = 0. 

定义 从 Rx RD RD HRH a: Rx R — RP. ale, bid 
=a+d- b. 公理 2 说 明 o 的 道 存 在 . 

ÉE RxR LEXES (ring of dual numbers) 的 乘法 
(a1, b1) - (a2,b02) = (@1a2, biaz + boa). KEE Rx RR 成 为 一 个 R- 
代数 . 记 这 一 R- 代数 为 Riel, 那么 a 成 为 RRA. Bia 
保持 加 法 与 R 093938. a 也 保持 Re RTE. a: Rie] — RP, 

allai, bi) (a2, 62))(d) = alaiaz, bj aq + bya) ){d) 
= 0142 + d: (bia, + bsa), 
而 alan 51 (4) - a(G2,bə)(d) = (a1 + dbi): (a2 + dha) 
= mag + d(bia + b201) + d2bibo 
= ajay + d(bya2 + b2a;) 
KARA d2 = 0. 
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RE, AR? 可 以 解释 为 : 作为 R- 代数 RP 同 构 于 对 储 数 环 
Rje]. 

Th, Ty 分 别 是 乘积 空间 到 x 下 到 它 的 第 一 ， 第 二 分 量 空间 的 
HE, ikl 与 a 的 合成 给 出 从 R? BR 的 两 个 R- Bee 
St, 对 于 ge RD, g = db 

B=Ioa :i: R? — R, Blg)= g0) 

Y=[oo l; R? — R, (g) = b, g WSR (g # O F 
的 导数 ). 

在 范畴 £ 中 经 典 逻 辑 不 成 立 ， 以 下 的 例子 说 明 排 中 律 将 导 匆 
AB. 

Ha BEA Ee X 83 g: D- R, 

L # 440, 
TER # d=0. 

公理 2 在 £ 中 成 立 ， 所 以 D Z {0}, 那么 由 排 中 律 可 以 取 
do € D, do Z 0, 由 公 理 2, gid) = g(0)+d-b, HFA, gido) = g(0)+dob, 
Bo 的 定义 有 l= dob. FHSAA, 我 们 得 到 1 = afb? = 0. 

综合 微分 几何 的 逻辑 是 constructive, 或 称 intuitionistic. 我 们 
用 〖3 AMER E HE- MRT HR, UKE 
集 的 符号 { }. 

下 面 我 们 要 用 公理 2 去 定义 画 数 了: R— R# R ER— 
z 的 导数 ， 以 及 推导 相应 的 导数 的 运算 性 质 ， GRRE 中 以 R 
为 codomain 的 映射 为 沙 数 .】 

定义 1 f: R— R,z € R. ik glid) = f(z + d), 那么 9 是 一 
PR g: D — R. HAM 2 f(z + d) = f(z)+ db b= f(e), 
那么 f(z + d) = f(z) + df'(z). 

RE F 定义 在 于 的 每 一 点 上 , My BRE R Bj — + 5 3F. 若 
只 是 定义 在 RJ p TA U E, LU = [z£ tU|z+dEe8U,vd 
ED] CU, WA f E U' BR Mew. 
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定理 1 fig: UU — R, reR, 那么 
l (f+əy= f'+ g 
2. (rf)' = rf 
3. (fg) = f'ə + fy 
4.49: V— U f: U— R, (fog) =(fleg)g’ 
5.1 a= 1, lp BRAASH SRS. 
6. =0，7 ÆA r 的 常量 函数 . 
证 阴 
1. 
(f + {z + d) = (f +ga) + df + g)'(z) 
= (f(z) + 9(z)) + d(f + g)'(z) 
LA 
(f+ g)(z + d) = f(z + d) + g(z + d) 
= (f(z) + df! (z)) + (g(z) + də' (z)) 
= (f(z)— g(z)) + d(f'(z) + g (z)) 
于 是 有 d(f + 9Y(z) = df (z) + g'(z)), vd € D. 由 消去 律 ， RNA 
(f + g)'(z) = f'(z) + g'(z)- 
2. 留 作 练习 . 


(F -gle +d) = (f(r) + d(f g) (2) 
= (J(z)g(z2)) + dif - g)'(z) 
又 有 
(f g) + d) = fiz + d)g(z + d) 
= (f(x) + df'(z))(g(z) + dg’(z)) 
= f(z)g(z) + d(f'(z)g(z) + f(z)g'(z)) + d2 p (a)g' (z) 
= f(z)g(z) + a(f'(z=)g(z) + f(z)g'(z)) 
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ZH d( fg) (z) = a(f'(z)g(z) + f(z)ə!(z)), Vd e D. 所 以 (fg)'(z) = 
J'(z)g(z) + f(a)g' (z). 
4 fogla + d) = f o g(z) + d(f o g' (z), m 
f ogle + d) = f(g(z + d)) 
= f(g(x) + dg'(z)) HER dg'(x) € D 
= F(g{r)) + dg (z) - fi(g(x)), 
RHE d(f 0 g)'(z) = dg'(z)'(g(2)), Vd € D. HELL (f o gy(e) = 
f'(a(a))z'(z) = (F o g)(e)g'(a). 
5. TERY 
6. r(z+d)=+r=r++d4.:0, 又 有 r(z + d) = r(x) + dr! (z) = 
r+dr(a), or’ = 0. 
对 于 二 元 函数 ， BY AGF a S tp St. 
eM 2 f: R? —> R, fi, ra ER. 
it gld) = f(r + dro), 由 公理 2 存在 唯一 6, g(a) = 9(0) + db, 
i b = Bay 7172) 即 有 firit d,ro) = ffri,r2) + d$ (rn) 可 


以 同样 定义 seen 172). 
不 难 证 明 


ü 
firi t dire + ds) = f(ri,r2) + ay (1,72) 


+a t nr) tha OL sa F Jade, (12), 
a ® (PL), 由 公理 2 中 导数 存在 的 唯一 性 ， 
~ Orydra* |? a Gr) rz 
of of 
可 网 021422 ~ GESTA 
练习 #7.: Dx D — R BAHR T(4,0) = r(0,d) = +(0,0), 
vde D, 那么 存在 唯一 +: DR, B T(di, d2} = t(d,d;). 
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公理 V (公理 2 WER) 

对 任意 天 = 42 g: De — R, ##EË— bi. bk € R. 
使 得 Vd e D, ald) = 9(0) + È d'b; 这 里 D, E k 阶 无 穷 小 空间 
Di = se Rie =0). 

这 样 可 以 推出 对 任 一 了 : R —, R, z € R. f  k- Br Taylor 
级 数 存 在 : 


k 
J(z + d) = f(x) + df'(z)+---4+ arre +ekh d€ Dk. 
D = D: 是 一 阶 无 穷 小 空间 ， 定 义 


Dk (n) = {(zt £2 ,Tn) € R” ry, £2, ,Tn 中 


FER k+ 1 个 元 素 的 飞 积 为 0},，k <n. 


显然 我 们 有 Din) C Dr. 我 们 记 Di(n) = Din), 特别 D(2) C D. 

公理 2 的 另 一 形式 : D:i(n) IRN RHEUM, 
具有 次 数 < k. 

L: D — D(n), Lid) = (0,---,d,---,0), dd 在 第 i 个 位 置 上 ， 

A: D— Din), A(d) = (d,4,---,d). 

定义 3 MERE PSR, M RADA DAREN (infinitesimally 
linear), 车 对 任 一 组 nn 个 {n = 2,3,4,---) BRE to D — M, 
(0) =… = ty (0). 则 存在 玲 一 tt: Din) 一 > M, tisto;,. 

命题 1 五 是 无 穷 小 线性 的 

证 明 给 出 ti: D — R, i= ,2,--. n. 并 且 (0) =... = 
tn(0) =o. HA 2, (d) = a+ db. Æ% t: Din) — R Wl 
F, Wd: d,) = a + d5 dibi, WA tp = tol. 关于 了 的 唯一 
性 ， 设 还 有 s: D(n) > R,s ol = t. 由 公理 2 的 另 一 形式 ， 
sidi 机) =+ E dia; HT sol, = ti, # a, — bi, PPE sst. 
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EX4 M 是 一 个 空间 ， 这 如 可 以 是 R, R” 或 R" EH 
射 scheme. z 是 M 上 的 任 一 点 ， M 土 以 为 基点 的 一 个 切 向 量 
+ ELM DE M 的 一 个 映射 上 D — M, tO) = z. 

这 个 洁 尽 与 流 形 上 的 切 向 量 的 定义 是 一 臻 的 ， 流 形 M 上 点 了 
的 一 个 切 向 量 是 经 过 x 的 极 得 曲线 的 一 个 等 价 类 . 

KAFEA MP 可 以 看 为 是 M LAD BRN ee. MP 
A M 的 tangent bundle. MM? A M A-A RHE: MP — 
M, SUM z 的 基点 0) = z, 那么 M(t) = z. 这 样 点 z 上 的 纤维 
T(x) = MP, 38829 M # z 点 的 切 向 量 空 间 . 

命题 3 若 M 是 无 穷 小 线性 的 ，M2 有 如 下 向 量 空间 结构 : 
r€ R,ti,to MP. 

定义 数 乘 rt (d) = t (rd). 

对 于 tt: D — M, 由 M 的 无 穷 小 线性 ， 在 在 唯一 的 
t: DD > M E t = tol : D — D) — M,ie=tok: 
D—- D2) — M. 

定义 (h tte)(d) = to A: D— DQ) 3 M. 这 里 A 是 对 角 
ema, HH (ti + te)(d) = tid, d. 

WEERA P EAM TRY, RRR SMR 
配 的 ， 详 细 证 明 请 参阅 [4] p.35. 

M 上 的 其 向 量 可 以 表示 为 从 也 到 M 的 映射 (represented by 
D). 这 样 可 以 简化 不 少 概念 的 理解 与 运算 ， 重 如 向 量 场 vector 
field). 

M 上 的 一 个 向 量 场 ， 或 M 上 的 一 个 一 阶 常 微分 方程 是 一 个 
HMA MP h F: M — MP, RAHM Ho F = lu, 就 是 
说 Fir)(0) = m, Vm £ M. 

由 于 有 是 卡 氏 积 闭合 的 ， 已 相当 于 F: Mx D— M, 
F(m,0) = m; F XSF F: D — MM, FO) = ly. 
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F: M — M? 


F Mx D— M 


Ë : D — MM 


M 上 的 一 个 流 Glow) 是 一 个 由 M x R $j M ae, KER 
只 取 加 群 结构 ， 这 样 M 的 一 个 向 量 场 只 可 以 看 为 M 上 的 一 个 无 
Hoh Gnfinitesimal How)}， 而 对 于 一 个 流 轩 Xx 五 一 了 JM, 限制 其 
TD LAAT By. 

两 个 向 量 场 F, G 之 间 的 映射; F — G, 是 一 个 从 M 到 
M 的 映射 f: M — M, 使 得 以 下 图 形 可 换 


Txin 
M xD —— M x D 


对 于 一 个 固定 的 dE D. F(d) : M — M RA M 的 一 个 无 穷 
小 变换 (infinitesimal transformation). 

定理 2 FM 是 线性 无 穷 小 的 , 那么 无 穷 小 变换 Pd): M 一 > 
M 是 一 一 的 到 上 的 (bijection). F(a) wp FC O. 

证 明 M [4] p.40. 

WEM 是 线性 无 穷 小 的 ， 那 么 M 上 的 向 量 场 成 为 一 个 RM- 
Bo 让 了 E RM, 下 是 MM 上 一 个 向 量 场 ， 国 为 Fl(m,), Gm) 是 
ARZE MP 中 的 向 量 ， 所 以 Film, 3) + G(m, 3 = (F + GY(m, _) 
仍 是 MD 中 的 一 个 向 量 . 

在 M 的 向 量 场 上 还 可 定义 一 个 地 乘法 具有 以 下 性 质 ， 


LPF, G\(m, didz} = GUF(G(P(m, dy), dz}, —di), —do), 
[F.G] = —[G, F]. 
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于 是 M 上 的 向 旺 场 构成 一 个 RBH. 
空间 M 上 的 tangent bundle 可 以 由 从 D 的 上 映射 来 代 天 是 综 
合 微 分 几何 学 的 特点 之 一 , 它 的 另 一 个 特点 是 tangent bundle H F 
()2 有 一 个 right adjoint ( )p 
X? ->Y 


X — Fp 


这 样 可 以 使 有 上 关 积 分 ， form 与 current 的 很 多 计算 得 以 简化 . 
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第 19 = 


Sheaf 理论 与 代数 几何 


X 是 一 个 拓扑 室 间 . UX 为 连续 参 变 量 前 一 组 空间 是 空间 X 
上 的 一 种 数学 结构 .这 种 数学 结构 与 保 特此 结构 的 映射 构成 一 个 
范畴 这 种 区 上 空间 的 范畴 具有 很 多 与 空间 X 相对 应 的 性 质 , HJ 
此 对 此 种 范 厂 的 研究 理解 可 以 帮助 对 空间 X 本 身 的 研究 与 理解 ， 
反之 亦 然 ， 

空间 半 上 的 sheaf 组 成 前 范畴 正 是 这 样 一 种 以 X 为 连续 参 变 
量 的 空间 的 范畴 ， sheaf 范畴 又 具有 其 自身 的 很 多 性 质 . 

在 这 一 童 里 首先 介绍 sheaf 理论 ; 其 次 介绍 sheaf 上 的 上 同调 ; 
最 后 是 代数 几何 : 古典 代数 几 柯 的 主要 概念 理论 ， 以 及 scheme, 
sheaf 的 上 同调 在 代数 几何 中 的 应 用 . 


§ 1 Sheaf 理论 


Sheaf 是 一 种 数学 结构 ， 它 可 以 把 一 个 空间 上 的 局 部 信息 合理 
地 粘连 在 一 起 ， 成 为 全 部 , 整体 的 信息 . 以 下 这 个 典型 例子 可 以 告 
诉 我 们 sheaf 思想 的 一 种 起 源 . 

X 是 一 个 拓扑 空间 ， U 是 X WE-HTR. $ FU) AU 
上 连续 复 值 函数 的 集合 . {Vihe 是 U 的 一 个 开 复 盖 . 我 们 知 
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Ñ, #r— EPS 8 {Ahe f, E PUD, BRA: WHR ij € I. 
filluan, = flue, lou, BA E U; U, 上 的 限制 ), 那么 可 以 
将 (fa r 扩展 到 上 的 一 个 连续 复 值 函 数 六 RAER fly, = f. 
m PER F R. X 上 的 一 个 sheaf. 

让 O(X) 表示 拓扑 空间 X 的 开 集 的 集合 ， OLX) 做 成 一 个 
poset (Q(X), cj;( 偏 序 集 是 一 个 集合 具有 一 个 二 元 美 系 <, 这 一 一 
死 关 系 满 足 

(BRE, x< z; 

(2) 反对 称 性 ， 3 = < u,u < z, IA z = g; 

(3) BPE, z< u, š z, 3BD2 z š z. 

Poset H Ek (1),(3), (OLX), S) 构成 一 个 偏 序 集 ， (但 这 里 我 们 只 
用 到 它 是 一 个 Poset,) 因而 可 以 将 (Ol) 5) AAAA, Ait 
AA (OX) C) 到 任 一 范畴 ， 例 如 集合 的 范畴 S AREATA 
SOOO." ei Re Ss. X 
上 的 一 个 反 变 画 子 F 具有 性 质 ， BUCVOCW AX HAF 
集 ， 那 么 pp: FIV) — FU), pW : F(W) — F(V) 的 合成 
PY ° pü = pt: F(W) — FU). REBT rh BJ 3 98 8825 ZN 
X 上 的 presheaf. 

Bl 1 常量 铺子 (constant presheaf) 

让 4 为 一 个 固定 的 集合 . XJ X 的 任 一 开 集 U, 定义 A(U) = A. 
#U CV, 定义 py = ta: A(V) — AU). 

Bl 2 让 了 为 男 一 拓扑 空间 ， U E X ñ f— Ë, EM 
CY(V) WH U BY 的 连续 函数 的 集合 . 若 U C V, BA pl: 
OY(v) — CY (U), f — fhe- 

MS XAR 的 一 个 开 子 集 ， 定义 Ci(V) AU EXE 
阶 可 导 函 数 的 集合 ， 同 样 可 以 定义 Cn n=2,3,---. 

Ha ik X 22 On 的 一 个 开 子 集 ， CU HU LEHR 
H. 
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例 5 X = {0,1} 为 只 含 两 个 元 素 的 离散 空间 .定义 ”P(X) = 
{a,b}, P(U) = {a}. BU AX. MA pF = Eap off: {a,b} — 
{a}. Q(X) = Q({0}) = {9,5}, QF) = QUL = (a). 

M1 “ED X EH presheaf F 是 一 个 sheaf, # F WERE 
两 个 条 件 ， 所 是 天 的 任 一 开 集 ， {Uijier AU 的 任 一 开 复 盖 . 

(1) ste FU), 4 py (s) = pb, (t), ¿e 1, BA s= t. 

(2) {sihen si € F(U). A ob au, (81) = Puo (si), 

Viger: 那么 存在 s € F(U), 具有 性 质 p58.(s) = s. 

Sheaf 之 辣 的 映射 就 是 sheaf 作为 presheaf 在 S*” 2 AMM 
St. 用 Sh(X) 表示 X 上 的 sheaf 以 及 它 科 之 间 的 映射 构成 的 范 
88, Sh(X) 是 SX” 的 一 个 满 (full) 和 忠实 的 (faithful) 子 范 厂 . 

在 以 上 筒子 中 ， cv cA C? Cn C FJ 38 sheaf. 

还 有 另 一 种 方法 定义 sheaf. 

定义 2 UAXWE-AR, {Viher WU HE-HE s. 


FU) — lH Fu) P H FG OU; 


TT elxl 


p((s|.):er) = (oD nu, (831)) pert 
q((s¿):er) = (pr (sj)erxr 
e(s) = (pÚ, (3))ier: 


车 以 上 图 形 为 一 个 equalizer, 则 说 下 是 关上 的 一 个 sheaf. 

由 equalizer 的 定义 直接 可 证 定义 1 与 定义 2 等 价 

定义 3 一 个 poset( A, <) 为 一 个 directed set, 若 对 A PER 
两 个 元 素 a,b, 存在 cE A. 3Ë B. a š c, b < c. 

m 6 在 OX) 上 定义 新 序 U < V 4BRYAV C U, 那么 
(O(X), <£) 为 一 个 directed set. 
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例 7 U R X W-THE, z€ U{US}x € Uz. UE C U) 应 
FAG 6 中 的 序 <, {UF}, <) 是 一 个 directed set. 

例 8 已 为 于 上 的 一 个 presheaf, 定义 F(UF) < F(U#) BBR 
4 US < Uz, BPA put: FUE) — FUF) 存在 . x EUF) S) 
是 一 个 directed set. 

U É X 的 一 个 开 子 集 ，ze U, (UP }ier. C) Æ (O(X),C) 的 
一 个 子 poset, 这 样 X 上 的 -- 个 presheaf F 也 是 (UT hern Cc) 上 的 
—+ REBT. 

定义 4 上 极限 (colimit) lim F(U?) BR F # z aE stalk, 

ig] 


WA lim FUP) = Fy. F, 中 的 元 素 称 为 germ. 


tel 

我 们 可 以 如 下 构造 stalk F, (用 这 种 方法 可 以 构造 性 一 direct 
set 的 上 极限 }. 

首先 构造 (FOP) scr 的 不 交 并 H FOF). 然后 在 J PLD 
上 定义 一 个 二 元 关系 uvv YANK ue FUF), v © FUF), 并 
且 存 在 U?, Uz < UZ, Uz < Uz, p (u) = ahlo) 这 就 是 说 ， 若 
u ARF v, 则 它们 在 某 一 阶段 上 (07) 相等 ， 二 元 关系 ~ WEA 
BERRIE. TERE Eu~ u, ~ u, MEE UZ, UP, 
pus (u) = ph (0), pulo) = puk Go). 因为 UEU )hern s) 是 一 个 
directed set, 所 以 存在 UZ, F(UZ) < F(U2), F(UZ) < F(U2), 使 
得 puk pus (u) = eye (eye w)), 但 这 正 是 Yi (u) = poh (n), 所 以 
un 这 就 是 说 ~ 为 一 等 价 关系 ,定义 及 = I F(UP ~ EX 
n: FUF) — E, 为 以 下 两 个 映射 的 合成 ，F(U?) — FUF), 
H F(Uz) — Fy. Š 
iE 


由 以 上 构造 直接 可 证 以 下 命题 成 立 ， 
命题 1 
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(1) F, PETR te KA FU) AE U R z HR-BM. 

(2) sz, € F,,s € F(U), t € F(V). BA s, = t, SANAA 
# W CUNV, EF pi(s) = pw (t). 

# f: 下 一 GG 是 一 个 从 下 到 GG 的 自然 变换 对 每 一 UF， 
fur FUP) — G{UY)， 由 上 极限 的 定义 ， 我 们 看 f. F. = 
lim F(UF) — lim G(UF) = Ge. 
ef ted 

有 关 stalk 的 例子 : 

Ë 1 中 的 常量 presheaf A, A, = A. 例 2 例 3, 例 4 中 的 函 
数 sheaf CY, C1, C™ 的 任 一 germ t, 可 以 扩展 为 x 的 某 一 开 邻 域 
上 的 一 个 函数 , 例 5 中 的 presheaf P, Q, Po, P, 分 别 只 会 有 一 个 元 
素 ， Qo = {a,b}, Q 只 会 一 个 元 素 . 

命题 2 下 是 拓扑 空间 X 上 的 一 个 sheaf. U 是 X 的 一 个 开 
E. ste FU), s=t 4 Rf s, = si V; € U. 

证 明 充分 性 是 显然 的 

必要 性 ， 若 ss。 = to, 则 存在 z 的 一 个 开 邻 域 U, 使 得 pg (s) = 
pu, (t), 这 样 {Us}sev WRU 的 一 个 开 复 盖 ， 由 sheaf 定义 中 的 第 
一 条 ， 我 们 有 s= t, 

注意 ， 这 一 命题 对 presheaf 不 成 立 ， 如 例 5 中 的 PP. 

下 面 我 们 要 说 明 ， 久 上 的 一 个 sheaf 等 闻 于 以 X 中 的 元 素 为 
EEst X 上 的 一 个 空间 

定 久 5 七 是 一 个 拓扑 空间 ， 关 上 的 一 个 sheaf 空间 (E, p) 由 
一 个 拓扑 空间 E 以 及 由 到 X 的 一 个 连续 映射 p: FE — X J 
成 , 并且 是 一 个 局 部 同上 虹 (local bomeomorphism): 对 任意 y € E, 
存在 开 集 Vy CV, BU, ply) CU, HB plv: V- U A 
RE. 

# (E!) AX 上 另 一 sheaf 空间 ， (Ep) 到 (Ep) 的 一 个 
Beat f E E 2) E: 的 一 个 连续 映射 IFA p= po f: 
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N Z 


j&i X E WJ sheaf 空间 ， 以 及 sheaf 空间 之 亲 的 映射 构成 一 个 
范畴 Shsp( X). 

五 是 世上 的 一 个 presheaf 由 王 我 们 可 以 造 一 全 X 上 的 sheaf 
空间 . 让 LF = H Fr, 这 里 H F, 3 F, 的 不 交 并 . p: LX — X 


为 自然 射影 ， LF EMEP: U 是 X 的 一 个 开 集 ， 
8 € F(U), ik 38: 0 — LF, s+ ss € Fp, AU) = {87 € LF,z € U} 
构成 LF 的 一 组 拓扑 基 : He € UNLV), 那么 e = s, = te, 
z = ple) 由 命题 1, 存在 z 的 一 个 邻 域 W CUNY, py (s) = pw (ty. 
BPA S(W) = (W) He 的 一 个 基本 开 邻 域 . 自然 射影 p: LF — X 
RERE BUR X 的 一 个 开 集 ，DprIC) = uay) 这 里 
s€ F(V), V RUMATE. 对 任 一 e € RV), S0) 15 U RE. 
所 以 p — A J 888] IE SEBR SP. KH (LF p) 构成 X 上 的 一 个 
sheaf 空间 . 

Bf: F — G 是 F 到 侣 的 一 个 自然 变换 ， 对 每 一 个 t+€ X, 
fo: F, — Go. 进而 有 


Lf=|[f: LF= |] F. — Į] -=Le 
zEX ze x rex 
这 样 也 是 SX” Bil Shsp(X) W— TR T. 


dH XK 上 的 一 个 sheaf 空间 (Ep) 我 们 可 以 构造 X 上 的 一 个 
Presheaf TE, U R. X Ë— JE PR, E4 TE(U) = [( H U šJ E 
HERAN, o: U — E, HA pos = lu) 
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# V CU, BM PU: TE(U) — TE(V), pelo) = olv. 

命题 3 TE REX 上 揭 一 个 sheaf. 

证 明 ”由 连续 西数 的 性 质 可 证 TE 满足 sheaf 定义 中 的 条 和 件 . 

命题 (Ep) 是 一 个 sheaf 空间 ， 那 么 (TE), = p 1(x). 

证 明 URS cH TAM, (UP 为 区 内 包含 z 的 开 集 
RE. 我 们 有 从 TE(UP) 到 p 1(z) HB 


mi: TEU?) — p”1(z) 


ar s(z) 


HAA = = r; o pyp, 8 Up C UF. 

如 果 存 在 另 一 个 集合 B, 及 T E[UF) 到 B 的 一 组 映射 
b: TE(UP) — B, bi = bj opps. 我 们 希望 有 映射 7: po (z) — B, 
HA + o=; = b;. 

ik e € p-t(z) C E. NA p 是 局 部 同 胚 ， 所 以 存在 e 的 一 个 
开 邻 域 W, plw: W — UP yi. BA (plw)-! 是 由 UP 到 
p(x) C E 的 一 个 连续 映射 ， ` 


E 

w | 
P 

ux 一 一 一 一 x 


并 且 po (pw)! = luz. 

定义 tle) = bi(plw) 1. # = € V, ply: V — UF 为 另 一 
AE., WA b((plw) 1) = bay ((Plwav)7") = bill 1), 这 里 biy: 
UF NUE — E. RUA r: pHa) — B. 
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p(x) ~ B 


A fs 


TEU) 


#0: U? — E, poo = luz, BA ror, (6) = r(zi(e)) = +(G(z)) = 
bila). + 的 瞧 一 性 是 显然 的 . 由 上 极限 的 定义 , 我 但 证 明了 (T E). = 
p h(x). 

推论 E Ge sx M4 (TLG). = Ge. 

定理 1 FRX (fh sheaf, 3 X WEAF U, AFU) 
TLF(U), Bl Fx TLF. 

证 明 €X a: F(U) — TLF(U) 

s € F(U), els) = S, s(x) = 8z. 

MB: TLF(U) — FON MF, c€ TLF(UY, Bl e: U — 
LF, B poo = lu, 那么 elr) = te € LF, t, 具有 一 个 基本 开 
Bie 让 (Fe £ € F(U,), o(z) = È = É. {Ushu 构成 U 的 
一 个 开 复 瘟 ， 并 且 PE ay, (7) = penu, (t). BH F J sheaf, 所 
FE te F(U), of, (t) = t, t 是 唯一 的 定义 Blo) = t, Wo 
i(z) = t, = e(z), Miso. 我 们 有 

Bo als) = BS) = s, 

ao f(s) = a(t) = t = c, 
所 以 F(U) = TLF(U). 

推论 sheaf 的 范畴 Sh(X) 与 sheaf 空间 的 范畴 Shsp( X) 等 价 
(equivalent). 

Sheaf 空间 正 是 以 天 为 连续 参 变 量 的 关上 的 空 闻 ， 它 是 用 几 
何 的 方法 去 描述 sheaf, 很 多 时 己 可 以 给 我 们 较为 直观 的 对 sheaf W 
念 的 理解 . 

在 presheaf 与 sheaf ZE, RATA T-HT 
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eect ter net dicen wl 


TL: S$” -一 Sh(X) i: Sh(X) — sx” 
jx EAS (in clusion) ñ T. 

定理 2 TL ER: A left adjoint. 

证 明 F 是 一 个 sheaf, G 是 一 个 presheaf. 自然 变换 六 G 一 
TLG) BMA nu: GU) — iTL(G\U) = TL(G\(V), nu (s) = 3. 
Wy: Gor, EX f: T(G) — F WE, fy: TLU) — 
F(U), fulo) = GoLfoo. 这 里 Lf: LG 4 LF, B REM 1 th a BJ 
MBH. 因为 F E sheaf, 由 定理 1, TLF(U) = FU). 38 s e G(U), 
WA fu onule) = fu(8) = Bo Lf o š = B(fu(s)) = fuls). 

# g: TLG— F ERE gon=f. 由 命题 4, (TLG) = G.. 
所 以 mc: Ge — (T LG), Wi ny) AE. g; = fong) 是 唯一 确 
定 的 ， 这 就 证 明了 f 的 唯一 性 ， 

TL 通常 称 为 sheaf {L F (sheafification functor). 

在 代数 几何 中 应 用 的 sheaf 不 是 取 值 于 集合 的 范畴 S, 而 是 取 
值 于 可 换 群 的 范畴 Ab, 环 的 范畴 Ring, 或 域 K 上 的 代数 的 范畴 
K-alg. 

一 般 定义 sheaf 取 值 于 范畴 Ah, 是 由 以 可 换 群 为 值 的 presheaf 
ADX” 开始， 然后 要 求 presheaf 满足 同样 条 件 而 成 为 sheaf 这 里 
有 另 一 种 方法 定义 取 值 为 可 换 群 的 presheaf Be sheaf. 

首先 ， 某 些 符号 

ef: A— B,g: C — D, RÜR fxg: Ax C — Bx D 
f x g(a,c) = (f(a),g(c)). 

#f: A— B,g: A— D, RENE (f,g) : À — B x D, 
(f.g)(a) = (f(a), gla)). 

定义 6 C 是 一 个 范畴 ， 具 有 有 限 屁 积 ， 所 以 特别 有 terminal 
WRI C 中 的 一 个 群 对 象 C RC 中 的 一 个 对 象 ， 有 C 中 映射 

wi CxC—C (RE) 
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-— D 


e: 1— C (单位 元 ) 
(1: C—C GRAA) 


满足 
结合 律 Ex lg 
#0 (UX 1g) = po (Ie x p) C x C x C Cx Ce 
(Bil (ab)c = afbe)) | te xp | M 
H 
(C x C € 
单位 元 (e,lc) (1e,e) 


Holelc)=1lc=plloe) © —— Cxe +~— © 


{ec = c = ce} N | B ie 


Cc 
道 元 (()74,4¢) Qe, (7) 
Ho((\".1e) =e C — Oxe <— c 
= #0 (10,{)™) | |” | 
(cle = e= ee_1) E E 


车 同时 还 满足 可 换 律 ， 则 称 C 为 一 个 可 换 群 对 象 
可 换 律 
H=po (P2,P1) c 


(ab = ba) uw 


C 
C 


(P2, p1) 


C x C 


Z. 


这 里 PLP: C x C — 为 自然 射影 . 


(D,n,( ) l.e) AA Ex, 那么 C 到 D 的 一 个 群 同 态 ， f 
Ë C 中 由 C 3 D 的 一 个 映射 ， 使 得 以 下 图 形 可 换 
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men —— sima w kU Q ` 


fx f e 


C x C Dx D 1 —— C 
H u f 
| |! N| 
C D D 
pofxf=fop foe=e 
(f(a)f(b) = f(ab)) (f(e) = e) 


WE C rh BS Sex sS PU E 412 aj B) AAR F C 的 子 范畴 
Grp(C), MARRAREN EHARA Grp(C) 的 一 个 子 
范畴 Ab(C). 

定理 3 Ab(SX°”) 等 价 于 AbX”. 

WER ik Fe Ab(S*”). 3 X WH-FARU A-BAT 
义 6 中 可 换 图 形 ， 这 样 F(U) 是 一 个 可 换 群 ， BAe F x F — F 
为 一 自然 变换 ， 所 以 对 站 GE U. 


F(U) x F(U) FW) 
eh xo | | a 
F(V) x F(V) F(V) 


poopy = nv o (pV x pl), Bl p 为 一 群 同 态 ，p? : FU) — F(V). 
这 样 F 是 一 个 取 值 为 可 换 群 的 三 上 的 presheaf. 

FZ, # G K — FS NRR oresheal. 因为 对 下 和 也 
pu: GU) — G(V) RRAS. H uc, pv 分 别 表 示 G(U) 与 G(V) 
的 乘法 ， 则 有 可 换 图 形 


aUu) xet) —2. GU) 
py x pl | | PẸ 


AT 
GW) xay TT atv 
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— — y FW 一 


ee mam s Á 


ZF a É G x G 到 G 的 自然 变换 ， 

同样 可 检验 单位 元 e: 1] — G 

Mee (yi: G— G 

AE ARE. AH G 是 3S< ”中 的 可 换 群 对 象 ，G eAsY”), 

FUE Ab(Sh(X)) SLAF Se W 4899 sheaf 的 范 酶 同 构 ， 对 
于 取 值 为 环 的 sheaf 也 存 相同 的 结果 . 

一 全 范畴 上 具有 有 限 乘 积 ， 则 可 以 定义 上 中 的 代数 结构 ， 如 
EN 6, 对 于 其 他 数学 结构 ，C 需要 具有 其 他 相应 的 性 质 . 

下 面 是 几 个 有 关 sheaf, presheaf 的 有 用 的 性 质 . 

命题 5 FG Æ X LB presheaf, f: F — G WARS 
#. 那么 

(1) W X 的 任 一 开 集 U, fo: F(U) — GU) 是 一 一 的 ， 当 
且 仅 当 了 是 SX” 中 的 monomorphism, IAE H e SX” 以 及 
gh: H — P, 和 使 得 fog=foh, BA g = h. 

(2) fu: FU) — FV) AWH, SARH f Æ SX ”中 的 
epimorphism, HÆ gh: G— H, go f = ho f, BA g = h. 

命题 6 FGAX Esheaf, f: P — G A B 33 bh. 那么 ， 
对 上 尾 一 开 集 区 

(1) fu: FU) — GU) 是 一 一 的 ， 当 且 仅 当 f Æ Sh(X) 中 
的 monomorphism, 当 且 仅 当 f, : F, -人 G, 是 一 一 的 . 

(2) f 是 Sh(X) 中 的 epimorphism, 当 且 仅 当 fe: F, 一 + Ge 
是 到 上 的 . 

以 鞋 两 命题 的 证 明 郊 [3]. 


82 Sheaf 上 同调 


ERIE (variety) 上 的 一 个 不 变量 ， 因 而 可 以 应 用 于 得 的 
分 类 疝 题 的 研究 ， 上 同调 是 一 个 在 理论 上 和 计算 上 都 很 有 用 的 工 
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rh waqywwmawaniqaqmatkapanpumaiwiasa—aya wayusata me ee mn ee ee 


具 ， 有 不 向 的 方法 定义 上 同调 . 
上 同调 是 定义 在 abeiian 范畴 内 的 . 


EX 7 了 一 个 范畴 称 为 一 个 abelian 范畴 ， 若 满足 以 下 条 
it: 


(1) 对 C 中 每 一 对 对 每 A, B, C(A, B) 是 一 个 可 换 加 群 , 并 且 映 
射 的 合成 CCA, B) x C(B,C) — C(A,C) 为 双 线性 (bilinear) 的 ; 

(2) 具有 有 限 biproduct (HÆR (product) 同时 又 是 和 (surn}). 
这 样 特别 0 元 既是 initial 对 象 又 是 Ferminal WR; 

(3) 每 一 个 映射 具有 kernel 和 cokernel; 


(4) 每 一 个 monomorphism 是 一 个 kenel, 每 一 个 epimorphism 
是 一 个 cokernel. 


Fl 9 可 换 群 的 范畴 Ab 是 一 个 abelian HM. 


例 10 RB—-+H, R LAK Rmod 5 R LAB Mod-R 
WLR BL abelian 范畴 . 


例 11 X 是 一 个 拓扑 空间 ， X 土 以 可 换 群 为 值 的 sheaf 4 
成 的 范畴 AX) 是 一 个 abelian FAB. 


aout X BF U, M(U) 为 Q. 模 @-- 模 的 范畴 Mod( X) 为 一 
abelian JERR. 


SEM 8 C 是 一 个 abelian LR. C 中 的 一 个 ceotmplex4 是 C 
中 的 一 组 对 象 {4;,i E N), 以 及 边界 映射 d: Aí — AM HAG 
dtl od = 0,1€ N(N = {0,1,2,---}). 两 个 complex A, E 之 间 
HRA f: A 一 B 是 一 组 映射 (fi A o Bie NJ, f Si 
FMS day. ftl odh = dh o fi, ip 0. 有 即 以 下 图 形 可 换 
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rp -ii rr re eh Er 


At Att 
P | | fiaa 
B: — pH 


EX9 complex A BJ i+h LRA MR ELH AA) = 
eras. 这 里 kerd Æ d: AÌ- At! 的 kernel, im di-1 为 到-1: 
4 _+A' BJ image. Ff: AO BRA 到 B WMA, FS 
致 一 组 相应 的 上 同调 群 之 间 的 同 态 pš (f) A) 一 + FB). 

定义 10 C 是 一 个 abelian R. C 中 的 一 个 对 象 了 RA 
injective 若 函 子 C(, 门 :C — Ab 是 exact, PAO — A — BS 
C — 0 # Ç 中 一 个 exact FF, M O — CC, I) — c(B, — 
ClA, 了 一 0 是 范畴 Ab 中 的 一 个 exact 序列 . 

AC 中 一 个 对 象 ， 和 4 的 一 个 injective resolution 是 一 个 
complex 了 , 其 中 每 一 T, 是 injective 对 象 ， 并 且 看 在 映射 A 一 P 
使 得 


0 — A m P ac P a’ P aose m P eee 


是 一 个 exact 序列 . 

若 C 中 每 一 对 象 具 有 一 个 injective resolution, 我 们 说 范畴 C 
RA E. 8 3 BJ injective. 

(X, Q) 是 一 个 几何 空间 (jin X g — 4 RRRA Zariski 
拓扑 ).9z- 模 的 范畴 Mod( X) 具有 足够 多 的 injective. FQ. AMR 
值 整 数 环 名 的 常量 sheaf, 那么 Mod(X) = Ab(Sh(X)), MURA” 
可 换 群 的 sheaf 的 范畴 Ab(Sh(X)) 具有 足够 多 的 injective. 

ik F Æ Ab(Sh(X)) 的 一 个 对 象 ， 工 为 下 在 Ab(Sh(X)) 中 的 
一 个 injective resolution 0 — F — P — P — P — ---, 让 
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这 一 序列 sheaf 作用 在 空间 X 上 ， 我 们 有 
0— F(X) — P(X) — P(X) — P(X) 


EAE Ab 中 的 一 个 complex, 这 是 因为 global section Hf 
Ab(Sh(X)) — Ab, F — F(X) 是 一 个 left exact AT. 

这 样 我 们 定义 sheaf F 的 上 同调 HF) = H*(L(X), i 2 
0， 这 种 方法 定义 的 上 同调 称 为 derived functor cohomology, 这 是 
Grothendieck 引入 的 . 

定理 4 F 的 尾 意 两 个 injective resolution 具有 同 构 的 上 同调 
群 . 

证 明 见 [2]. 

定理 5 (X,Q,) 是 一 个 几何 宝 间 ， 用 Mod(X) 中 的 injective 
resolution 得 到 的 上 同调 与 以 上 方法 得 到 的 上 同调 是 一 至 的 . 

TEAR 见 [2]. 

还 有 其 他 方法 构造 与 一 个 对 象 相对 应 的 complex, ALAA 
他 类 型 的 上 滞 调 群 。 Serre 引进 的 Ceck complex, 提供 了 直接 计算 
乱 上 的 上 同调 群 的 一 种 方法 . 

Čeck complex ER HHEH: X 是 一 个 拓扑 空间 . 固定 X E 
的 一 个 开 复 六 {Uijier, RRR T, F e Ab(Sh(X)). BM CHF) = 

I] F(U; Q... OU, ), n 2 0. HRR RERE F Æ presheaf, 


(< cin 
A dy: CHF) 一 + CUP), n 2 0. 相对 于 这 一 开 复 盖 {Viher 的 
Ceck 上 同调 定义 为 AF) = h*(C (F)). 

对 于 拓扑 空间 X 以 及 相应 的 sheaf F M-CARE, Mx RG 
MH, F 是 一 个 coherent sheaf, 或 减弱 为 X 是 可 分 的 noetherian 
scheme, F 是 quasi-coherent sheaf, 则 有 A"(F) = H"(F). 

对 于 一 些 特殊 的 拓扑 空间 以 及 其 上 的 具有 特殊 性 质 的 sheaf， 
有 关于 这 些 sheaf 的 相应 的 上 辐 调 群 的 一 系列 定理 . 
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8 3 Sheaf 代数 几何 


代数 几何 是 研究 念 射 空间 和 射影 空间 上 多 项 式 方程 系统 的 解 
的 集合 的 性 质 和 分 类 的 数学 ， 

这 里 ,首先 介绍 经 典 代数 几何 的 主要 概念 ， 然 后 是 以 sheaf 上 
同调 为 工具 的 Grothendieck 学 派 的 工作 , 我 们 主要 讨论 仿 射 空间 、 
这 里 给 出 主要 结果 ， 证 明 请 参阅 [2]. 

K 是 一 个 代数 闭 域 ，n 是 任 一 正 整 数 ， 称 K" 为 n 维 仿 射 空 
fa}. A" = K|z., ,zn] OK E n ARENAER. 车 全 为 一 
ASA, TCA’, 定义 Z(T) = {pe Kf) =0, Vf eT}, Bl 
ZQ) 为 二 内 多项式 的 共同 零点 集 ，2(T) 称 为 K 的 一 个 代数 子 
集 . 

E n SS le] K 上 定义 Zariski thu F, K" 的 代数 子 
ZT) 为 闭 集 ， 易 见 这 确实 构成 K 上 的 一 个 拓扑 . 

GY = Z(T), Ye = Z), 那么 VUY = ZINK); 车 
Y. = Z hern BA J,” = aU Ta); $= Z():; K" = Z(0). 


例 13 因为 K RRM, BH KIX) 的 任 -理想 均 为 主 理 
W, 所 以 天 HAR Z(T) = Z(f) = {01,02,---,an} 均 为 K HAR 
FR, OK 的 开 集 是 有 限 子 集 的 补 集 . 

于 面 的 命题 给 出 Zariski 拓扑 的 一 些 性 质 . 

命题 了 

(1) n 维 仿 射 空间 R" 不 可 约 . 

(2) 不 可 分 子 集 的 任 一 不 空 开 集 不 可 约 ， 且 为 秽 集 . 

一 个 拓扑 空间 X 的 一 个 子 集 了 称 为 不 可 约 的 ， 若 Y KES 
成 两 个 闭 子 集 Y,, Yo 的 并 . 

这 样 一 维 仿 射 空间 K 上 的 不 可 约 闭 集 Z(T), 只 含有 一 个 不 
可 约 多 项 式 f, Z(T) = Z(f). 
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EX 11 一 个 n 维 仿 射 代数 簇 (affine algebraic variety) 是 
K” 的 一 个 不 可 约 财 集 

仿 射 代数 簇 的 一 个 开 集 称 为 一 个 侯 仿 射 徐 (quasi-afhine vari- 
ety). 同样 可 以 定义 射影 空间 的 射影 艇 以 及 似 射 影 艇 . 

(variety) FRE RR, WAR, WR, Bh ae Rm. 

RRR RRR ER Zh f 是 不 可 约 多 项 式 . K 
是 代数 闭 域 ， 2(f) HAAR. 

定义 12 Y 是 K" 的 一 个 子 集 . A" PSY 相应 的 理想 
HY) = fe A"|f(p) =0,vp € Y} 
Y 的 仿 射 座 标 环 定义 为 4Y) = A 

命题 8 

(1) 天 ”的 代数 子 集 一 一 对 应 手 An radical 理想 (B f radical 
理想 ， 若 B 的 radical vB= B), 


Yr HY), B> Z(B) 


特别 ， EDRR RSHA (Y) 是 素 理想 . 
(2) Ti RB 了 一 一 对 应 于 为 整 环 的 有 限 生成 的 K 代数 
Am 


ried 


定义 13 
(1) 蔷 是 一 个 拓扑 空间 ， 闫 的 维 数 定义 为 X 中 不 可 约 闭 集 链 
的 长 度 的 上 极限 . 

(2) 4 是 一 个 可 换 环 ， A WARENA A rh 338 kB SETS BE BJ 
上 极限 . 

命题 9 仿 射 色 的 维 数 等 于 它 的 座 标 环 的 高 度 . 

以 下 我 们 要 定义 艇 之 闻 的 贞 射 因而 K LHR REN 
的 映射 构成 一 个 范畴 Var A). 而 维 数 是 谱 的 一 个 不 变量 . 

-AEA T 的 共同 零点 这 一 代数 概念 又 是 仿 射 空间 K" 
的 一 个 几何 实体 Z{T)， 这 一 几何 实体 对 应 于 交换 代数 中 的 理想 
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I(Z(T)) 或 K- 代数 río. 交替 使 用 K” 上 Zariski 拓扑 的 性 
E, A” 中 交接 代数 的 性 质 ， 我 们 可 以 得 到 相应 的 有 关 柳 的 知识 ， 
如 以 上 命 厦 中 伪 身 能 的 维 数 及 其 座 标 环 的 高 并 的 一 一 对 应 关系 ， 

人 们 还 揉 进 阔 数 ， 分 本 的 有 关 妞 识 与 交 按 代数 一 起 用 来 研究 
簇 的 分 类 问题 . 

定义 14 Y EKATE, Y LK MRS: YK 
称 为 在 peY 点 正则 (regular), HE p 点 的 一 个 开 邻 域 U CY, 
多项式 gh € A" = Klzu ms, za], PRE UP FHF AO. 
# f fE Y 的 任 一 点 Pp 正则， 我 们 说 是 一 个 正则 函数 . 

命题 10 f: Y — KA- EMAN. HK 具有 Zariski H 
fh, MA / RES BR. 

2 fel OR BT EM te TF: 

定义 15 XY BME. XY 的 一 个 映射 多 : X — Y 
是 一 个 连续 映射 ， 并 且 对 YY ERA RV C V, V 上 任 一 正则 天 
N f: V— kK, fod: é (V) — K TE -— ENR. 

这 样 五 上 的 艇 与 它们 之 间 的 映射 构成 一 个 范畴 Vac( FO). 

下 而 定义 与 秘 有 关 的 儿 个 函数 环 ， V BTR. 

ÆN 16 

(1) O(Y) 由 YY 上 所 有 正则 函数 构成 . 

(2) p EY, Q, 由 元 素 (U, f) Am. RBUCY 为 p 的 一 个 开 
Se, f: U— KAU L—4 EW] M. OF) = (Vg) 当 且 
仅 当 fluav = glucv.- 

(3) Y HARARE KY) 由 元 素 (U, f) JR. U 是 工 
的 一 个 开 集 ， 了 为 U 上 的 正则 函数 (U. P) = Vig) SERA 
flunv = gtonv. 

+ 首先 可 以 检验 (2),{3) 中 定义 的 二 元 关系 确 是 等 价 关系 . 

Q, 是 一 个 局 部 环 (local ring), Q, 具有 极 大 理想 ， 了 = ((U,f) 

| F(p) = 0). 因为 站 是 不 可 约 的 ,所 以 了 上 两 个 开 集 的 变 U ny Z 
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é, 所 以 可 以 在 KY) Le MMR SRR. BUS, f Z 0, 那么 
V =U -UOZ(f) BARR, BEV Ef £0. 即 (V. D) BOL) 
的 道 ， 这样 KY) 是 一 个 域 . 

RITA OY) > Q, = K(Y). 

WAR Y Mei AY) SOY), Qe KY) 有 以 下 关 
KR. 

定理 6 Y E— HHE. 

(1) QY) = AY). #f— 3, BX BA-HHR, X 间 构 于 
Y ERSA K- 代数 A(X) 同 构 于 AY) 

(2) mp = (f € A(Y)|fí(p) = 0)-m, A A(Y) 的 极 大 理想 ， Y 
中 的 点 一 一 对 应 于 A(Y) 的 极 大 理想 ， 对 应 关系 p — Mp. 

(3) Op = A(Y)m,- 

(4) K(Y) 同 构 于 A(Y) 的 商 域 . 

代数 玫 何 是 研究 族 的 分 类 问题 . 

由 以 上 定理 我 们 看 到 仿 射 绑 的 同 构 对 应 于 作为 整 环 的 有 限 生 
成 的 K- 代数 . 

一 下 子 做 同 构 意义 下 的 分 类 不 容易 ， 人 们 叉 引 进 了 耕 之 间 的 
birational 等 价 关 系 ， 这 里 我 们 不 具体 介绍 birational SH RAH 
定义 ， 而 给 出 有 关 绪 果 . 

定理 7 X,Y ATR, UFRS 

(1) X 和 YY birational 等 价 ， 

(2) 存在 X 的 开 集 U,Y HAR VU WWF V. 

(3) K(X) 和 K(Y) 作为 K- 代数 同 构 . 

曲线 (— BE), 曲面 (二 维 ) 的 birational 分 类 问题 基本 得 到 了 解 
决 . 

以 Grothendieck 为 代表 的 法 国学 派 推 广 了 艇 的 概念 ,引进 sche- 
me, 以 及 sheaf 的 上 同调 (cohomology) 为 簇 的 另 一 不 变量 , PAR 
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的 分 类 问题 ， 进 一 步 推动 了 代数 几何 的 发 展 . 

我 们 知道 一 个 仿 射 戏 对 应 于 一 个 为 整 环 的 有 限 生 成 的 K- 代 
$r, Grothendieck 认为 不 必 局 限于 这 样 范围 锋 窜 的 一 类 环 ， 他 取 
任 一 可 换 环 A. 定义 -人 与 4 相应 的 拓扑 空间 spec A. 

EX 17 4 是 一 个 可 换 环 ，spec4 由 A 的 素 理 想 构 成 AFT 
AOA 的 一 个 理想 ,这 VO) = (P € spec ALT C Py. 

车 1 了 是 4 的 理想 ，YIDUDD = VUJ; {ii} 为 4 的 一 
WEE, VU) = VOOR): Vdo = A, {0} 是 4 的 零 理想 ; 
v(a) =g. | 

这 样 {V (I) 构成 spec A 上 一 个 拓扑 的 闭 集 . 

fil 14 K E-- h, spec K = {0}. 

例 15 K 是 一 个 代数 闭 域 ，spec K[|z] = KU{E}, MBE 是 
BiB aD generic point, AVF ABM. spec Klr) 称 为 仿 射线 (affine 
line). £ KI BI £ = spec K |z]. 

例 16 f e Kiu) -FHASA O) 是 Kie, y) 
的 素 理 想 ， 这 样 spec Kirg) TBI E K, 而 每 一 个 不 可 约 
多 项 式 f 对 应 于 spec Key] 中 的 一 个 点 ny, np MA 7; = 
{{ki, kalki k2) = O), MA f(s) = 0， 堆 理想 对 应 于 E, 
£ = spec K[z, y}. 

EJ: A— BETI, EM spec f : spec B — spec A 
为 spec J(P) = f (P). (spec AJ 1(V(T)) = V(I). spec f 是 
一 连续 映射 . 

这 样 , spec 给 出 从 Ring” 到 Top 的 一 个 沙子 , spec: Ring? 一 > 
Top. 这 是 一 个 联系 代数 范畴 与 几何 范畴 的 友子 . 

下 面 定 闵 拓扑 空间 spec 4 上 的 一 个 取 值 为 可 禾 环 的 sheaf 
Qspec 4， 

t 4 的 一 个 素 理 想 P Ap A AFP AWARE (localization 
of A at P), 对 spec A 的 一 个 开 集 U, Qspec (U) = (s: U — 
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a ne i= ——— wa— 一 一- 一 一 n- 


Lis) E Ap 并 且 在 在 P ËJ — ESE V CU, a, f € A, W V 
HEH R # f é R, B s(R) = 了 

比较 与 正则 (regular) 函数 . 

不 难 检验 (1) Qspec aU) 是 一 个 有 单位 元 的 可 换 环 ; (2) Qspec a 
是 一 个 presheaf;(3) 进而 Qspeca 是 一 个 sheaf. 

定义 18 A 是 一 个 环 ， (spec A, Wspec A) RA A 的 spectrum. 
Qspec a 称 为 A 的 结构 sheaf(structure sheaf). 

FEA, i; D(f) =spec A- V((f)) A V((f)) É spec A 中 的 补 
集 . 

命题 11 A4 是 一 个 环 ， (spec A, Qspec A) 为 A 的 spectrum. 

1 

(1) Qspec A(D(f)) z Ap, Aj = alz- 

(2) 对 性 一 P espec A, sheaf Qspec A # P 点 的 stalk(Qspec aP 
= Ap. 

(3) 特别 Qspec a(spec A) = A. 

Gg: A> BEARRA, BBG specg : spec B — spec A 
A WE SER H, HA gp : Ai + Bp 是 一 个 局 部 同 态 定义 
(9g (Qspec s) (U) = Qspec sl(specg— U) 这 样 g-1(Qspec p) 
是 spec A 上 的 一 个 sheaf. g : Qspeca > 9 1(Qspec p) 定义 如 
F: ”让 UU 是 spec 有 4 的 一 个 开 集 ， 若 s€E Qspec A(U), BALA FRR 
射 的 合成 给 出 Qspec a((spec g) HU) 的 一 个 元 素 ， 


u gP 
s -1 
(spec g) 1l(U) Z; U — II Ag-1¢7) F Dy H Bp. 
gq (Pjev g MPjEu 


这 样 环 同 态 9 : 4 — BRR (spec B, Ospec p) 到 (spec A, Qspec A) 
的 一 个 映射 (spec g, g”). 
推广 A 的 spectrum(spec A, Qspec a) 的 想法 , 有 以 下 关于 几何 
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— ms i iir raan: 


rm 1 


空间 的 定义 . 

定义 19 (X. Qx) KAILA. KB X 是 一 个 拓扑 空间 ， 
Qx 是 X LUA AAI sheaf, # Bet X WEA P, 
stalk(Qx)p 是 一 局 部 环 . 

车 (Y,Qy) RAJA SM, (X,Q0%) BY, Qr) 的 一 个 映射 
(F I"): (X, Qx) 一 + (Y.,Qy) 由 两 部 分 组 成 ，f X — 为 一 连 
seme, t: Qy  f'Ox. f* RAPER, fF: Os) — Q, 是 
局 部 的 ， 即 femia) € me. 这 里 m, EE z 的 极 大 理想 . 

例如 ,让 Qx Qy 分 别 为 基 和 YY 上 的 连续 复 值 函数 ，f 是 基 
BLY 的 一 个 连续 映射 ， 产 Qr(CI = Qx THU), Æ g € Qy (U), 
g: U-+ C, WA f*(g) = go f: £ (U) — U — C, HA 
fz: Q re — Q, 在 相应 的 stalk L E: oE sr]. (f f) 是 
(X,Qx) #| (V, Qy) KTP RRB. 

记 几 何 空 间 的 范畴 为 GE, 这 正 是 代数 几何 的 活动 范畴 ， 

这 样 (spec,Qspec) 成 为 从 可 换 环 的 范畴 到 几何 空间 范畴 的 一 
个 反 变 沙子 .我 们 篇 记 (spec, Ospec) 为 spec. 实际 上 代数 几何 中 
的 可 换 环 都 是 一 个 代数 闭 城 下 上 的 代数 .所 以 取 K- 代数 的 范畴 
K-alg, 它 是 可 摘 环 范畴 的 一 个 子 范畴 ， 并 要 求 Ox AMAA K- 
代数 的 sheaf. 儿 何 空间 的 范畴 仍 记 为 GE. 

定理 8 BF spec: 天 -algoe — GE ERREZA. FEA 
以 将 范畴 Kag 看 为 几何 空间 范畴 GE He FH. 

(X,Qx) #— 4 JU la). 那么 T((X,Qx)) = Qx(X) 是 一 个 
K- RE. BAF): (Xx) — Yr) WTS) = fz: 
r(Y) — FI xY) = Qx(f 1(Y)) = Qx(X) 是 一 个 K- 代数 
HE. R T: GE — Kag? RAB. 

定理 8 T Æ spec 的 left adjoint. 

定义 20 一 个 几何 空间 (X,Qx) 是 一 个 仿 射 scheme, # fE 
在 K- 代数 A, (X, Q x) AF (spec 4A,Qspec 4)， 一 个 几何 空 
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E (X,Qx) 称 为 一 个 scheme, FA X ËJ— TH E i {U} HA 
(U;,Q.|u,) 是 一 个 仿 射 scheme. 

AHS scheme 与 K- 代数 大 致 是 一 冉 事 ， 而 scheme 局 部 
与 K 代数 是 一 末 事 . 

V K FSA, Qv 是 WW 上 正则 函数 的 sheaf. Qy(V) 
AHF V WAHE AV) 那么 (mQv) 与 (spec A(V), 
Qspec a(v)) 有 什么 关系 呢 ? 

首先 我 们 知道 ， TY 的 不 可 约 团 集 一 一 对 应 于 AV) 中 的 素 理 
AB. 对 拓扑 空间 Y 定义 一 个 新 的 拓扑 空间 (V), (V) B V 中 不 可 
约 闭 子 集 构成 ，t(V) 的 闭 集 由 #(Y) 的 子 集 组 成 ,这 里 了 É V 中 
AY PSE (检验 这 确实 构成 i(V) 的 闭 集 }. 

TERNA spec A(V) AEF HV), FH a: V > eV), a(z) 
= {zj, a # V AEFEHE. 不 难 证 明 Qspec av) = a" Qu. 这 
F (i(V),0 Ov) 同 构 于 (spec A(V ), Qspec avy). 

(X,Qx) 是 一 个 scheme, Mod( X) 是 Qx- EH. THEE 
BH Mod(X) =: Ab(Sh(X)). ¿E 3 FAB F(X, 9 为 T(X,.) 的 
right derived HF. F 是 一 个 sheaf, HHX, F) 为 天 的 上 同调 群 . 
同样 可 以 定义 Cëck 上 同调 . 

空间 X 的 不 同性 质 ， 如 noetherian, sheaf 的 不 同性 质 ， 如 
flasque, coherent, quasi-coherent 等 ， 与 上 同调 群 的 不 同性 质 有 相 
关 的 对 应 ， 

Hš sheaf 的 上 同调 为 工具 可 以 得 到 一 系列 所 谓 vanishing E 
理 . 

Grothendieck vanishing 定理 . X 是 一 个 7 #E noetberian 拓 
扑 空 间 ， 那 么 对 于 i > n, F € Ab(Sh(X)) 有 H*(X,F) = 0. 

Ħ scheme 的 上 同调 来 研究 曲线 的 分 类 。 曲面 的 分 类 有 一 系列 
的 定理 . 
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第 20 Š 


数学 基础 与 范畴 论 


F. W. Lawvere 教授 一 再 强调 ， 范 畴 论 不 只 是 一 个 数学 学 科 ， 
而 更 是 方法 论 . 它 为 我 们 提供 了 一 种 从 全 局 认识 问题 . 分 析 问 题 ， 
从 中 找 出 一 般 的 、 抽 象 的 、 有 决定 意义 的 关系 的 方法 . 

自 上 世纪 末 至 今 ， 集 合 诊 成 为 传统 数学 基础 研究 的 中 心 . 数 
学 基础 的 研究 逐渐 形成 了 一 个 独立 的 数学 分 支 ， 与 其 他 数学 学 科 
儿 乎 没有 联系 ,更 不 要 提 像 物理 学 这 样 的 其 他 自然 科学 学 科 . 以 至 
很 多 数学 家 对 数学 基础 的 研究 不 属 一 顾 ， 你 建筑 你 的 数学 基础 ， 
我 搞 我 的 基体 研究 ， 

Lawvere 教授 对 什么 是 数学 基础 与 传统 的 观念 有 很 不 同 的 看 
法 . 他 认为 , 真正 的 基础 必须 为 数学 服务 , 必须 为 发 现 和 应 用 几何 、 
Ot. Sit, 物理 、 计 算 机 等 学 科 中 的 正确 概念 提供 指导 (guide), 
而 且 为 发 现 恰如其分 的 猜想 、 论断 ， 以 及 证 戎 这 些 猜想 、 论断 提供 
指导 . 

Lawvere 在 1989 年 说 过 一 段 对 数学 基础 的 研究 很 有 指导 意义 
的 话 : “Mathematics is the science of space forms and quantitative 
relationships; thus the core of Mathematics is geometry and anal- 


ysis and their mutual transformation. Logic is the development of 
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thinking in its necessity. Hence the investigation of the Logie of 
Mathematics means the detailed study of the laws of the develop 
ment of our thinking about geometry and analysis, with the sole 
purpose of clarifying and simplifying the learning, use, and develop- 
ment of mathematics by all those whe need it. In the main, each of 
abstract algebra, general topology, mathematical logic, set theory, 
is the result of certain definite discoveries in the Logic of Mathe- 
matics as well as of definite discoveries in Mathematics itself. Even 
though category theory sums up and includes abstract algebra, gen- 
eral topology, mathematical logic, and set theory, it also runs the risk 
of becoming a separated hranch if the purpose stated above is lost 
sight of. Thus I have devoted a good part of my “Advanced Course 
on Category Theory”to attempting to learn, to clarify for the stu- 
dents, and to assist them in simplifying significant parts of Analysis. 
And while one major effect of my contributions te topos theory has 
been to enable the latter to be applied to clarifying model theory, 
set theory, and proof theory, I constantly emphasize that the actual 
intended purpose of these contributions is to permit. the clarification 
of geometry, analysis and physics,” 

注意 ， Lawvere 在 这 自 话 里 的 logic) 一 词 是 广义 的 ， 不 
Rip EER. 

他 强调 说 : 

“Why must we study the foundations of Mathematics? Why 
we must study the history of Mathematics? 

According to my interpretation we must study the history of 
Mathematics in order to arrive to the foundations of Mathemat- 
ics, in order to discover the laws of the development of scientific 


thought, both objective and subjective. Why must we know these 
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laws? About all to arrive at a position from which we can teach these 
laws. And why teach them? In order to assist the Learning, Devel- 
opment and Utilization of Mathematics itself, that is the science of 
space and quantity.” 

Lawvere AWE A LATE. 范畴 论 被 很 多 
数学 家 认为 是 “abstract nonsense”, 这 是 有 一 定 原因 的 ， 因 为 有 一 
批 为 数 不 少 的 搞 范 畴 论 的 数学 家 ， 比 如 法 国 以 及 省 大 利 亚 的 一 部 
分 数学 家 ,， 正 象 Lawvere 教授 警告 的 那样 , 他 们 把 范畴 论 搞 成 了 一 
个 专门 的 将 而 又 和 从 的 数学 分 支 . 

但 是 主流 的 搞 范畴 论 的 数学 家 并 不 是 这 样 ， 他 们 学 习 研 究 范 
畴 论 是 有 明确 目的 的 ， 用 范畴 论 做 工具 去 分 析 研 究 各 数学 学 科 之 
间 的 不 同 与 相同 性 ， 建 立 数学 是 一 个 整体 的 观念 , 认识 到 不 同 数学 
分 支 与 这 个 整体 的 联系 , 以 及 它们 之 间 的 联系 与 转化 . 从 而 提出 新 
概 仿 ， 发 现 新 关系 。 新 理论 ， 进 击 推 动 数学 的 学 习 ， 研 究 ， 发 展 ， 
应 用 与 教学 ， 而 不 只 是 justify 历史 上 著名 数学 家 提出 的 问题 与 狂 
想 . 

这 部 份 以 Lawvere 教授 为 代表 的 数学 家 的 新 观点 ， 间 一切 新 
生 事 物 一 样 ， 开始 时 是 不 受 重 视 的 . 但 是 随 着 数学 和 其 他 科学 的 发 
展 ， 随 着 他 们 工作 的 开展 ， 人 们 源 训 认识 到 他 们 工作 的 重要 性 , 

1990 年 6 月 份 在 英国 便桥 大 学 举办 了 一 个 专题 讨论 会 【work- 
shop), 请 Lawvere 教授 主讲 “Category Theory and the foundations 
of Mathematics”. 

这 里 将 简要 介绍 Lawvere 教授 对 数学 基础 的 研究 工作 . 

1. Mengen 和 Kardinalen (variable sets and abstract sets): 

2. 空间 的 范畴 ; 

3. 空间 和 量 ; 


4. Intensive and extensive quantities . 


-er PEPER 


8 1 Mengen 和 Kardinalen 
(variable sets and abstract sets) 


Lawvere 教授 指出 ，Cantor 原意 的 Mengen 和 Kardinalen 与 现 
民 集 合 论 意义 下 的 集合 (sets) 和 基数 (cardinals) 是 很 不 一 样 的 . 

Cantor 开始 于 研究 数论 ， 之 后 是 傅立叶 级 数 (Fourier series). 
他 特别 对 有 关 的 ,能 使 某 些 傅立叶 级 数 收 敏 的 Mengen 感 兴趣 , 他 
上 司 到 必须 进一步 一 般 地 掌 习 研究 这 些 Mengen. 一 个 Menge 是 由 一 
些 点 组 成 , 但 这 些 点 不 是 孤立 的 没有 联系 的 . RAR A MAR 
TER (Cohesion). 如 果 我 们 只 考虑 一 个 Menge 的 点 ， 智 略 掉 它 的 内 
EVE, BR RAN BS Menge 所 对 应 的 Kardinale. 

若 两 个 Mengen 所 对 应 的 Kardinalen 间 存 在 一 个 一 一 到 上 的 
eat (BR — T HS aT), 则 说 这 两 个 Mengen 等 势 (equi-cardianlity). 
SS RS BE EH aH (isomorphism) BX FA. Cantor 
称 为 Maechtigkeit. 

有 意思 的 是 ， Cantor 的 Maechtigkeit 是 引用 瑞士 几何 学 家 
Jakob Steiner 的 ，1850 Æ, Steiner # MA ME H #Ë (conic sections) 
时 ， 用 到 Maechtigkeit, 2: i BB 88 B| HIM By eC) Ree T ON ii R 
potency 的 不 等 价 ， 当 然 ， Cantor 用 Maechtigkeit 于 一 种 更 抽象 
RBM F. Cantor iH, Ai Maechtigkeit 的 概念 不 同 ， 但 是 相 象 
于 Steiner 的 Maechtigkeit. 范畴 论 的 萌芽 已 在 这 里 出 现 . 

Cantor 的 Kardinalen 是 由 抽象 集合 (abstract sets) 以 及 抽象 
集合 之 闻 的 任意 喘 射 构成 的 范畴 S. S 可 以 由 一 组 公理 来 严 补 刻 
H. 参看 [2]. 直观 上 说 ， 一 个 抽象 集合 ( 即 一 个 Kardinale)K 是 由 
一 些 点 (points) 组 成 , 除了 两 个 点 可 能 相等 或 不 等 之 外 ， 没有 其 他 
结构 .两 个 抽象 集合 KE Str, SARAGEM K 到 R' 的 一 
A BR BT. 
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Mengen 是 从 几何 与 分 析 中 得 到 的 概念 A ht #h 4 R PL hi 
Mengen 及 它们 之 间 保 持 这 种 内 聚 性 的 映射 构成 一 个 范畴 .例如 
拓扑 空间 以 及 连续 上 映射 构成 的 范畴 Top; 另外 如 Burnlogical spaces 
的 范畴 和 combinatorial spaces B) %: FR. 

这 样 一 个 抽象 集合 (Kardinale, cardinal number) 是 一 个 特 跌 
的 Menge, 因为 离散 是 一 种 特殊 的 内 良性 . 

我 们 不 仅 应 该 研究 具有 特殊 内 聚 性 的 空间 的 特殊 性 质 ， 而 且 
应 该 研究 一 般 有 具有 内 聚 性 变化 性 空间 的 一 般 性 质 ， Lawvere 把 一 
ELA A EE AY SE [el BR variable set, 我 们 用 M 表示 有 具有 某 种 内 
BEVERY variable sets 与 保持 这 种 内 聚 性 的 态 射 构成 的 范畴 . 

首先 ， 和 什么 是 SR- 空间 EMm 中 对 象 (object)) M 的 点 ? 因为 
m 有 terminal object 1, 如 在 Top B, terminal object Ë -- aK 
we. M- 空间 M 的 点 定义 为 浴 1 到 M 的 态 射 . 这样 M 
的 点 = ON, M). 一 个 拓扑 空间 的 点 正 是 通常 意义 下 的 点 . 

对 任 一 M- 空间 M, 我 们 可 以 结合 它 的 Kardinale, HH A 
的 点 组 成 的 抽象 集合 pts(M) = %R(1, M). BE Mm- 空间 M, M 
具有 相间 的 cardinality 或 等 势 ， 当 旦 仅 当 它 们 所 对 应 的 抽象 集合 
pts( M) 与 pts(M') Æ S 中 等 价 . 这 样 ，cardinality 是 M- 空间 的 
一 个 不 变量 . 

此 一 个 抽象 集 台 【Kardinale，cardinal number) K 可 以 构造 一 
个 m- 空间 dis(K). 例如 M —Top, HA dis(K) 是 由 K ERKA 
# (discrete) 拓扑 空 

pts RA MA 的 男子 把 一 个 m- 空间 M 送 到 它 所 对 应 
的 点 的 抽象 集合 pts( M); dis 是 S FO HRF. dis 是 pts 的 left 
adjoint, dis-pts, 即 对 W- 空间 M, 31903 6 K, 有 邵 下 自然 一 一 
对 应 关系 : 
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dis(K) —— M 在 Mh 


K —— pM) # S h 


这 样 从 Mm- 空间 dis( K) 到 M 的 连续 映射 (OR 中 的 态 射 ), 一 
一 对 应 于 从 抽象 集合 K 到 pts(M) 之 同 的 任意 上 映射. 
若 取 K =pts(M'), MRNA mt 中 的 态 射 


dis(pts(M')) ——+ M 


对 应 于 S 中 映射 pts(Af') ——+ pts(M) 


即 dis(pts(.M‘)) By Ad 的 连续 上 映射 是 任意 的 (一 一 对 应 于 pte M) 
到 pts(34) 的 任意 映射 ) 这 是 因为 disípts(M')) 的 每 一 个 点 都 是 开 
R. 

我 们 取 K =pts(M), Ww Tas 


Lea)? pts( M) ——+  pts(M) 


的 dis(pts(M)) ——+ M 


是 连续 映射 、 这 是 MM 的 点 到 M BRA. 
F pts: M -> S 还 有 一 个 right adjoint codiscrete 或 chaotic. 
# M =Top, chao( K) 是 久生 成 的 非 离 散 空 间 ， RORA EAK 
于 chao(K) 中 具体 的 内 聚 性 的 信息 ， 因 为 chao(K) 的 开 集 只 有 它 
本 身 和 空 集 ， 所 以 称 为 chaotic. 
m di(K) —— M 在 t 中 


4 
discrete | p chaotic K pts(M) # S 中 


M — rcChaoə(K) 在 S 中 
s — _ ‘aM 


pts(Aq) — K 在 Š 中 
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M M 到 cha K) 的 态 射 是 任意 的 (一 一 对 应 于 pts(M) 到 K 
的 任意 上 映射) 而 从 M 到 dis( K) 的 态 射 却 绝对 不 是 任意 的 ， 例 如 
在 Top 中 , # M 是 连通 的 (connected), 则 不 存在 M 到 dis(2) 的 非 
常 连续 映射 (non-constant continuous map), 这 里 2 是 两 个 元 素 的 
抽象 集合 . Lawvere BILAN “RATE M 到 dis(2) 的 非常 态 射 ” 作 
为 Dpt- 空间 M 连通 的 条 件 . 在 任意 具有 terminal object 1 的 范畴 
h, X Z Y HARM f: 天 -了 是 常态 射 (constant morphism), 
如 果 存 在 从 工 到 工 的 一 个 态 射 ， 使 得 以 下 三 角形 可 换 ， 


t 
X — Y 


|Z 


一 般 来 说 , 一 个 离散 空间 完全 缺乏 内 紊 性 . 它 的 每 一 个 点 都 是 
孤立 的 , 从 而 运动 在 离散 空间 次 是 不 可 能 的 ， 因 为 没有 从 连通 空间 
到 它 的 一 个 态 射 能 经 过 两 个 不 同 的 点 . (通常 M 内 的 运动 以 时 间 
为 参数 , 即 是 一 个 从 时 间 到 M 的 态 射 , 而 时间 椅 成 一 个 连通 空间 . ) 
而 非 离散 空间 又 是 内 聚 性 过 剩 ， 非 离散 空间 中 的 性 一 点 可 以 不 经 
AS RB A: AAA Ot 空间 M 到 chao(K) 的 
恋 射 就 是 抽象 集合 pts(M) 到 K 的 任意 映射 

有 很 特殊 的 Mengen 的 范畴 (combinatorial KEERD 如 sim- 
plicial complexes. 在 某 种 意义 上 说 由 chaotic 对 象 生 成 的 . 一 个 Ot 
空间 M, 完全 决定 于 一 系列 态 射 


chao(K) — M, 对 每 一 个 有 限 K. 


离散 与 非 离 散 空 两 唯一 决定 于 它们 的 基数 (cardinality). 我 们 
有 ptsodis=z ls 和 ptsochao=: 15. 这 里 1 是 SS 到 5 的 恒 等 函 子 ， 
PERN EMRE K, 


pis(dis(K)) = K 和 pts{chao(K)) = K 
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或 对 任 一 M- 空间 M. 
pts(dis(pts(Af)) 2zpts( M) 和 pts(chao(pts(Af}}) =pts( Af). 


虽然 通常 dis{pts(24)) 与 M, chao(pts(Af)) 与 M BAA. 

这 样 ， Sm 含有 两 个 与 S 等 价 的 子 范 上 里， 一 个 由 离散 空间 组 
成 ， 一 个 由 非 离散 空间 组 成 . 

1985 年 秋天 ， Lawvere 教授 给 本 科 生 和 研究 生 开 了 一 个 代数 
集合 论 的 课 . 第 一 讲 ， 他 没有 用 他 的 讲义 上 提出 的 公理 来 严 烙 刻 画 
抽象 集合 的 范畴 S, 却 提 出 了 这 样 较为 直观 的 理解 ,他 说 到 一 个 抽 
象 集合 是 由 一 些 点 组 成 的 ， 除 了 两 点 可 以 相等 或 不 等 以 外 别 无 其 
他 结构 、 性 质 ， 一 个 5 个 点 的 抽象 集合 可 以 用 来 表示 ， 当 
RST RI ATEIRIN. 当时 著名 的 有 还 辑 学 家 John Myhill 教授 也 在 
场 ， 他 昕 到 这 儿 说 : “等 一 下 ， 我 以 前 在 什么 地 方 好 像 听 到 过 这 样 
的 描述 .” 想 了 一 会 儿 ， 他 说 基 Cantor. 第 二 天 他 告诉 Lawvere, 在 
Cantor 著作 的 第 283 页 ， Cantor 用 了 间 样 的 描述 于 Kardinalen. 
Lawvere 在 这 之 前 并 没有 阅读 Cantor 的 著作 , 但 他 提出 的 abstract 
sets (#8245 Cantor 的 Kardinalen H E 3 k: — BH. 

这 人 么 客 年 来 为 什么 没有 人 认真 研究 一 下 Cantor B 3# EBE? 
Lawvere 教授 指出 , 一 些 著名 数学 家 的 著作 选集 的 编辑 的 观点 对 以 
后 的 人 位 学 习 这 些 数学 察 的 著作 有 很 大 影响 、 有 时 这 些 编辑 们 作 
出 错误 的 评价 ， 人 以致 给 后 人 以 错误 的 引 学 ， Cantor 选集 的 编辑 
Zermelo 说 ， Cantor 的 这 部 分 论述 (关于 Kardinalen) Æ BF ie 
的 ,我 们 应 该 直接 过 小 到 cardinal 的 算术 ， 即 现代 意义 的 cardinal. 
fh, HARARE ARES RGA SHE? RARE 
盾 . 

现在 用 adjoint functors 可 以 帮助 我 们 很 好 地 理解 这 一 使 Zer- 
melo 感到 困惑 的 问题 . 

通过 由 一 个 Kardinale K E RM RRS AS Ut 空间 的 联系 ， 
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F 的 点 是 完全 可 以 区 别 的 . 而 另 一 方面 通过 相应 的 五 生成 的 非 高 
AZA M- 空间 的 联系 ， 它 的 点 又 是 完全 不 能 这 别 的 ， 

Lawvere 说 : “The 'inconsistency' of diversity versus indis- 
tinguishability, of having a definite number of points, but of these 
points being indistinguishable by any property, seemed to Zermelo 
so aritagonostic a contradiction that nothing coherent could be donc. 
But the explicit use of adjoint functors between categories on this 
configuration lays every thing cut so that the productive nature of 
this contradiction can become clear to everyone”. 

一 个 面 一 个 空间 M 的 Kardinale pts( M) 具有 一 定数 量 的 点 ， 
BRAS Te. 因为 dis{psi M) — M 是 一 个 monomorphism (f 
单 说 来 是 一 个 单 射 ， 昌 然 一 般 monomorphism 和 单 射 是 不 局 的 概 
E) 所 以 这 些 点 像 它 们 在 M 中 一 样 仍 是 不 同 的 . 而 另 一 方面 , 对 于 
chao(pts(M)) 没有 任何 性 质 可 以 区 别 它 揭 点 ， 因 为 chao(pts(M)) 
AHE- discrete space 的 态 射 都 是 常态 射 (一 个 空间 的 一 个 性 质 ， 
可 以 划分 这 个 空间 的 点 为 一 些 等 价 类 ， 这 相当 于 从 这 个 空间 到 其 
一 高 散 空间 的 态 射 ). 更 进一步 通过 从 连通 空间 到 chao(pts(Af)) 的 
某 个 态 躬 ， 可 以 把 一 个 点 搬 到 和 任意 另 一 个 点 . 


82 空间 的 范畴 


一 个 topos 具有 涩 辑 的 与 几何 的 特性 ， 

WIL RM bik, topos 有 两 种 . 和 作为 一 个 广义 的 室 间 (a gen- 
eralized space), 例如 一 个 拓扑 空间 X Ei sheaf 构成 的 范畴 Sh( X ); 
与 作为 空间 的 范畴 (topos of spaces), 例如 Johnston topos( 拓 扑 空 
jal}, Grothendieck 的 analytic 合 间 的 范畴 ,组 台 (combinatorial) 空 
间 的 范畴 等 . 

Lawvere 教授 希望 能 有 一 组 公理 刻画 这 种 作为 空间 的 范畴 的 
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topos， 困 为 这 对 于 研究 空间 与 数 虹 的 一 般 关 系 ， 以 及 形式 化 物理 
学 中 很 多 问题 是 必要 的 . 

ihik: “There are certain properties which a topos of spaces 
often has; a wise selection of these should serve as an axiomatic 
definition of the subject. While we have not achieved that goal yet. 
we list some important properties and show that these properties 
can not be true for a ‘generalized space’ of the localic or groupoid 
kind”. 

他 提出 三 条 . 让 是 一 个 5S 上 的 topos (£ 是 5 上 的 一 个 topos， 
即 存 在 € BS 的 一 个 几 体态 射 TT: £ — STAT). S 不 一 
定 是 抽象 集合 的 范畴 ， 但 5 — R Boolean 的 . £ 作为 一 个 空间 
的 范畴 应 该 满足 : 


T* 
L 几何 态 射 E — s(é S S) local, 即 P, 具有 一 个 right 
r. 
adjoint T": 
r 
_— 
£ S 
T. 
p! 


可 以 认为 工 是 离散 空间 的 子 范畴 嵌入 于“ 全 体 " 空间 的 范畴 
£. P! 是 chaotic 空间 即 非 离散 空间 的 子 范畴 嵌入 于 忆 而 工 , 是 一 
F pts( ) = E(1,-). 当然 对 于 不 同 的 £, 离散 与 chaotic 有 不 同 的 会 
X. 

2. £ T, S essential, BD P* 具有 一 个 left adjoint T; = mo; 而 
AOR ro 保持 有 限 张 积 (finite products). 
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Ty = zo BRA “EE W AT” (connected components). 
wE M K — njej, K 是 任 一 集合 ， 我 们 有 如 下 自然 
一 一 对 应 ， 
| 一 一 一 


M 


dis(K) 


mM) 是 M 的 连通 分 支 构成 的 集合 . 

这 条 公理 对 于 构造 homotopy 一 MEAM, EDA H): 

由 于 mo AR ER, wo 同 T 了 一样 也 是 一 个 闭 函 子 , B| zo 
可 以 把 £—enriched 范畴 送 到 S—enriched 范 畸 . 

因为 £ 是 cartesian closed, AMEL E 可 以 看 成 一 个 BE-enriched 
范畴 ， 即 定义 两 个 对 象 XY 之 间 的 态 射 为 了 < ,YX 仍 是 一 个 E- 
空间 ， (YX 的 点 5(1,YX) = E(X,Y)). 通过 mo, £ SRBC 
homotopy 范畴 [£], [£] 是 S-enriched I. CRAS £ 相同 
的 对 象 . 但 对 任意 两 个 E- 空间 X,Y, 定义 [E](X,Y) = mY 2). 
To (YX) 是 函数 空间 YX 的 连通 分 支 的 “集合 *, BX BY A aH 
的 homotopy classes. 

正 像 定义 拓扑 空间 七 到 了 的 连续 映射 的 homotopy classes 一 
样 ， 从 BLY MATERA fg 属于 同一 个 homotopy class, 
仅 当 存在 空间 YX{ 用 YX 表示 X BY 的 连续 函数 构成 的 空间 ) 上 
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的 一 个 path F, 即 一 个 从 单位 区 间 到 YX 的 连续 映射 (注意 ， 
I 到 YX HERSH F, 一 般 等 同 于 一 个 从 了 x X BLY 的 连续 
映射 五: Ix X -— Y) WEEE: FO) = f, FQ) = 9 或 
F,r) = f(z), F(1,z) = g(x). BI 7,9 属于 同一 连通 分 支 (path ë 
通 分 支 ). 

Xf FAH HY composition, YX x ZY 一 ZX 这 是 中 前 evalua- 
tion). 因为 re EFA SER, 这 样 我 们 有 一 个 同 构 (isomorphism): 
w (YX) x m (ZY) > mY x ZY), xo 把 过 中 的 compositionm 
(evaluation) 送 到 相应 的 S 中 的 composition (evaluation): 


mpfYXy x zo (ZY) mY E x ZY) — z (Z2), 


注 1 KFR € = 352” 是 一 个 S-topos, MAE LAAT 
r: So? 一 + s. WE S 是 抽 得 集合 的 范 畸 ，T+ : 5 — SC” 通常 
记 为 A. WHER MRBA XX) = AX 是 一 个 常 函 于 , 对 的 
EHR C, AX(C) = X. T, : £ = SC” — 5,T. = lim. T" 有 一 
个 left adjoint T; = lim = ro, 但 是 lim —J83F R A RER. 如 
果 C # terminal object 1, FAT, = lim 是 对 工 的 evaluation evi: 
ik F SO" 的 一 个 对 象 ，lim P= F(1). 1 FRR f C(., 1) 
是 SOT 的 terminal 对 象 ， 这 样 F(1) = SO" (1, F) =pts( F). 

特别 ， 这 时 T, 有 一 个 right adjoint I’. 让 三 是 一 个 抽象 集 
合 ， 那 么 TX) = xc). 


se S 


T, = lim = ew 
pum 
e— _ 一 


Tt = ( )S0,-) 


注 2 如 果品 = G 是 一 个 群 ， 那 么 SC" = SS” 是 右 G- 集 
的 范畴 . 我 们 有 T(G) = 1, {LÆ mG x G) = G. KH, mo 不 保 
HARRE. 

3. mN) = 1. 

这 里 Q 是 truth value object. RMB, O 是 连通 前. HE- 
空间 X, 我 们 有 [EJ](X,R) = x (QX) = 1, BB X HRA “FEN” 
组 成 的 空间 RX 也 是 连通 的 ， 或 说 contractible. M X #J 02 有 一 
TARRA X — 02. 这样， 任 一 空间 X 可 以 自然 插入 到 一 个 
contractible = (Al. 

这 一 条 对 于 性 一 Boolean topos 是 不 对 的 . 因为 对 一 个 Boolean 
topos, Ræ 1 + 1, mi ao 保持 colimits, 那么 moli) = ma (1) + rall) = 
1+1. 

一 个 满足 以 上 这 三 个 条 件 的 topos 的 简单 例子 如 下 : 取 A 是 
由 从 (0,1|0 <1} 2 {0,1)/0< 1) HAAR RAR monoid. 
那么 A AZAR EFRR lan, 常 映射 0 和 1. 分 别 记 为 
13o,01， 满 足 条 件 dd = at i j = 0,1, RAF ae SO, sar 
是 右 Ai f. SOV 满足 以 上 三 个 条 件 。 SAY 的 对 象 关 可 以 简 
单 看 成 graph: 


对 x € X, RANA z Sa, 

BAR UA z 是 一 个 稍 头 ， 具 有 起 点 zao, 终点 rd. WR 
zo = rd, 那么 x 是 一 个 loop 24 = 28, * ; WHR rào = 2d, = z, 
那么 r 是 一 个 固定 点 (fixed point). SAU” 的 truth value object 
Q= +L `: U ,人 是 连通 的 . 


83 SHAE 


Lawvere di: “We are in the world, we can move ourselves in 


345 


the world and hence the world is reflected in us. In our thinking we 
struggle to create an image of the world and in particular an image 
of ourselves in our thinking process. These two components of the 
scientific struggle are called by Grassmann ‘real’ science and ‘formal’ 
science, the science of things and thoughts.” 

“The fact that we are in the world and can move ourselves in 
the world is called ‘space’. The resulting reflections in thinkings 
are called ‘number’ and the result of this fundamental relationship 
inchiding measuring can be studied in more detail by means of both 
pure mathematics and dialectics.” 

FEA SE B] B) ña gy, Fh a EJ R BJ ë gs ak A — q S së 
间 的 范畴 ， 如 一 个 拓扑 空间 X 上 sheaf. Sh( X) 应 该 是 topos. 但 
在 这 里 ， 我 们 讨论 这 两 类 空间 范畴 (统称 为 空间 范畴 } 所 应 具备 的 
最 初步 、 最 基本 的 性 质 (上 一 节 我 们 讨论 了 它们 的 不 同 点 ); 以 及 作 
AR, 数量 的 范畴 所 应 具备 的 基本 性 质 ; 空间 范畴 和 量 的 范畴 的 联 
£. 

空间 范畴 卫 应 该 具有 有 限 极限 (limits) 和 上 乘积 (coprodacts), 
任意 一 个 具有 乘积 与 上 乘积 的 范畴 ，A, 呈 ,C 是 任意 三 个 对 象 ， 存 
在 一 个 典型 (canonical) A Ht 


(Ax B+(Ax C) — A x (B + G), 


这 个 态 射 一 般 不 是 同 构 . 


作为 空间 范畴 D. 则 要 求 这 个 典型 态 射 是 一 个 同 构 ， 世 就 是 说 
分 配 律 成 立 - 


对 于 任 一 D- 空间 X, D/ X 是 空间 天 上 的 bundle RH 
Es. ie BK AS YL (comma category), AA D / X WHA (D, X). 
D/X 中 的 对 象 都 是 以 X 为 codomain 的 D PAH. A — X, 
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f 
D/X 的 一 个 态 射 是 一 个 可 换 三 角形 X Ub «oy. 
x 


D/X RARBS LRA. D/X 中 的 乘积 是 DD 中 的 pullback; 
A B AiB 
而 Jj + 1 = 4 
x x 
我 们 要 求 对 任 一 D- 空间 X. D/ X 也 满足 分 配 律 . 
另外 两 个 条 件 ， 
D/0= 1. 1 R 一 个 对 象 及 一 个 性 等 态 射 的 范畴 ， 以 及 上 
EAA AY AS 3E HE (disjointness of coproduct: | 和 4 的 
X+Y X+¥Y 


t — Y 
Æ (BREA pullback) J + 是 空 的 (EYF initial 
X — X+Y 


object), 这 与 D/X x D/Y “> D/(X + Y) Sth. 

一 个 范畴 D 满足 以 下 四 条 : 

(1) (Ax B)+(A x C)—5 Ax (B + C): 

(2) 对 任意 D- Sia] X, D/ X 也 满足 (1); 

(3) D/O — 1; 

(4) D/X x D/Y > D/(X +Y), 
称 为 分 配 范畴 (distributive category). 

这 是 作为 空间 范畴 所 应 具有 的 最 基本 性 质 {当然 topo 是 分 配 
范畴 ). 

PAA Fh Me A FRADE, LEE. 拓扑 空间 
和 连续 映射 的 范畴 Top 满 吓 以 上 四 条 ， 因 而 是 一 个 分 配 范 畸 ， 虽 
然 Top 不 是 一 个 topos. 

作为 量 和 数量 的 范畴 L, NAAR RRA LRH, 它 的 最 基 
本 性 质 是 钱 性 性 . 

(1) 0 = 1, initial object 和 terminal object 同 构 . 例如 在 R- 模 
构成 的 范畴 R-mod 内 ， initial 和 terminal object 都 是 0 模 ， 这 里 
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民 是 一 个 环 . 
马 二 可 以 看 到 ， 这 个 条 件 是 任何 一 个 非 平 凡 (nontrivial) 分 配 
范畴 所 不 能 满足 的 ， 因 为 对 任意 范 畸 D, D/1 = D. 
ERAN EM D A En TI Bs 4h n x m SÉ 


(fu)nx= 组 成 ， 这 里 #I=m,*J = m. 
: > A. J. II B; 


第 二 个 条 件 ， 要 求 这 个 典型 态 射 是 一 个 同 构 ， 
(2) A+ B 一 一 Ax B 是 一 个 局 梅 . 
(ai e) 
a la 

满足 这 两 条 的 范畴 工 称 为 线性 范畴 (linear category). 

例如 范畴 R-mod(# R-pM, Romod=Vectr, R EHE 
空间 的 范畴 } 是 一 个 线性 范畴 . R-mod 内 的 乘积 称 为 直 积 《di- 
rect productj， 上 乘积 称 为 直 和 (direct sum). 对 于 有 限 个 已 - 模 ， 
Av: 40, 它们 的 直 积 与 直 和 是 一 致 的 ， 


ll A; z= > A;. 
i=1 i=i 
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这 样 在 一 个 线性 范畴 工 内， 有限 乘积 与 上 乘积 是 一 致 的 ， 
们 常常 被 称 为 hiproduct, 表示 为 ADB. 
4 是 工 的 一 全 对 象 ， 4 上 +4 43 A codiagonal, HD 


mr 


ES AXA ABH Ax A 2 A+ A725 AMEA. 

那么 二 元 运算 + 是 可 交换 ， 可 结合 的 ，04a : 1 — A RMSE 
元 (neutral element). 这 样 ， 4 是 一 个 可 撞 monoid HMR. #H L 
SH f: 4 — BRR +, MU PAB DR: 


+ 
AxA ——— A 


TELEN |! 


Bx B B 


L 中 的 任 一 对 象 三 到 4 的 全 体态 射 L(L, A) 成 为 一 个 通常 音 
f 
义 下 的 可 换 monoid: 对 于 f,g € L(L, A), L TG A, 定义 了 十 9 = 


g 
+0 (f,9). 


(f.9) 
L —— Ax 
r> |+ 
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L(L,A) 具有 单位 元 0ra: L — 1—, 0— A. 

可 以 认为 LLA) 是 一 个 量 或 数量 系统 ， 就 像 L(1,R) 是 一 个 
数量 系统 一 样 ， 这 里 R 是 实数 对 象 . 

复合 (compose) $H e: L — L + (fg) (9) oo 给 我 们 
一 个 其 monoid L(L, A) 到 monoid L(Z’, A) 的 同 态 ， 同 样 一 个 态 射 
B: A -=> Al. 导致 从 LL, A) 3) L(L, A’) A. RA o, 8 
导致 不 同 量 、 数 量 系统 之 间 的 同 态 - 

空间 范畴 是 分 配 范畴 ; 量 ， 数 量 的 范畴 是 线性 范畴 . 那么 空间 
与 数量 的 关系 如 何 体现 这 两 类 范 厂 的 关系 呢 ? 

首先 ， 一 条 重要 的 原则 是 : 

一 个 数量 系统 是 一 个 空间 . 

一 个 线性 范畴 L 通常 enrich 于 一 个 给 定 的 分 配 范畴 D, 这 就 
是 说 ， 存 在 一 个 bifunctor L{ 同 样 表示 为 L), 


L: LP? xL — D. 


A,B R LEYS, L(A, B), AB) BOAR, R-+ D- B 
间 . 
Composition law 是 一 个 D 的 一 个 态 射 ， 


L(A, B) x L(B,C) — L(A,C). 


1 是 也 的 terminal object. 我 们 有 自然 一 一 对 应 (natural bi- 

jectiom): 
i — L(A, B) 
A— B 

RI L h ARBORAT D 中 空间 L(A, B) 的 点 . 

Lawvere 说 : “Such an enrichment is precisely the fundamental 
structure of functional analysis, because it gives a determined mean- 
ing to continuous variations, smooth parametrization, and approx- 


imations within systems of numbers all of which can be explained 
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and studied in terms of D-morphisms 
T— L(A, B) 


where T is an appropriately chosen D-space other than the point 
1” 

R L 的 对 象 应 读 看 成 量 的 类 ， 而 态 射 4 一 + B 是 一 个 
$ 类 的 量 ， 几 和 何 上 ， 量 的 类 可 以 是 简单 的 线性 维 数 ， 或 是 各 种 类 
RIEM (tensor bundles}; 在 物理 上 ， 它 们 可 以 是 质量 ， 长 麻 ， 时 
间 ， 庄 力 ， 能 量 等 等 . 存在 很 多 特殊 的 空间 ， 比 如 可 以 用 氏 数 表示 
的 。 如 果 空 间 Y 有 环 结 构 、 我 们 常常 结合 Y 上 全 体 有 限 生 成 射影 
MA (finitely-generated projective Y-modules) 的 范畴 P(Y). 

更 一 般 地 说 ， 一 个 空间 上 的 量 和 数量 系统 应 构成 一 个 线性 范 
KES: D 为 空间 范畴 即 一 个 分 配 范 畸 ， R 是 一 个 小 的 线性 范畴 ， 
R enrich F D, R 可 以 看 为 卫 - 空间 的 量 的 值 域 .对 人 尾 一 D- 空间 
X, Dn (X) 是 针 上 量 系 统 的 线性 范畴 ， Da(XX) 具有 与 R 相同 的 
HE, BATHR AS 之 间 的 态 射 是 卫 rh&# X — R(A,B). 

于 是 我 们 得 到 一 个 基本 上 可 以 代表 的 函 子 (an essentially rep- 


resentable functor): 
Dri}: DP — Lin Cat (linear categories) 


Da(X)(A,B) = D(X, R(A, BY}. 


Dal) RATER 
Dr(i) = R; 
Da (0) = {0}; 


Da(X + ¥) = Dr(X) x Dr (¥). 
对 每 一 个 D-epimorphism X — Y, #8— ESE HE F 
DRIY) — Da (X). 
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$4 Intensive 和 extensive quantities 


Lawvere 教授 在 1987 年 春天 开 了 一 门 课 “Algebraic concepts 
in the foundations of Physics and Engineering”. 他 引用 著名 物理 学 
家 J. C. Maxwell 1871 年 3 月 9 日 (他 的 著名 电 往 学 的 方程 发 表 
于 此 一 年 之 前 1 给 London Mathematical Society A XA “Remarks 
on the mathematical classification of physical quantities” 中 于 列 的 
话 : 

“The first part of the growth of a physical science consists in 
the discovery of a system of quantities on which its phenomena may 
be conceived to depend. The next stage is the discovery of the math- 
ematical form of the relations between these quantities. After this 
the science may be treated as a mathematical science, and the ver- 
ification of the laws is effected by a theoretical investigation of the 
conditions under which certain quantities can be most accurately 
measured, followed by an experimental realization of these condi- 
tions, and actual measurement of the quantities. 

It is only through the progress of science m recent times that we 
have become acquainted with so large a number of physical quantities 
that a classification of them is desirable. 

One very obvious classification of quantities is founded on that 
of the sciences in which they occur. Thus temperature, pressure, 
density, specific heat, latent heat, etc., are quantities occuring in the 
theory of the action of heat on bedies. 

But the classification which I now refer to is founded on the 
mathematical or formal analogy of the differenr quantities, and not 


on the matter to which they belong. Tbus a finite straight line, 
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a force, a velocity of rotation, etc., are quantities differing in their 
physical nature, but agreeing in their mathematical form. We may 
distinguish the two methods of classification by calling the first a 
physical, and the second a mathematical classification of quantities. 

A knowledge of the mathematical classification of quantities is 
of great use both to the original investigator and to the ordinary 
student of the science. 

... The most obvious case is that in which we learn that a 
certain system of quantities in a new science stands to one another 
in the same mathematical relations as a certain other system in an 
old science, which has already been reduced to a mathematical form, 
and its problems solved by mathematicians. 

But it is evident that all analogies of this kind depend on prin- 
ciples of a more fundamental nature; and that, if we hed a true 
classification of quantities, we should be able at once to detect the 
analogy hetween any system of quantities in known sciences, so that 
we should lose no time in availing ourselves of the mathematical 
Jabours of those who had already solved problems essentially the 
same, 

Position and form, which were formerly supposed to be in the 
exclusive possession of geometers, were reduced by Descartes to sub- 
mit to the rules of arithmetic by means of that ingenious scaffolding 
of coordinates axes which he made the basis of his operations. 

Since this great step was taken in mathematics, all quantities 
have been treated in the same way, and presented to the mind by 
means of numbers, or symbols which denote numbers, so that as soon 
as any science has been thoroughly reduced to the mathematical 


form, the solution of problems in that science, as a mental process, 
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is supposed 【at least. by the outer world) to be carried on without 
the aid of any of the physical ideas of the science. 

I need not say that this is not true, and mathematicians in 
solving physical problems, are very much aided by a knowledge of 
the science in which the problems occur. 

At the same time, I think that the progress of science, both in 
the way of discovery and in the way of diffusion, would be greatly 
aided if more attention were paid in a direct way to the classification 
of quantities. 

A most important distinction was drawn by Hamilton when he 
divided the quantities with which he had to do into Scalar quantities, 
which are completely represented by one numerical quantity, and 
Vectors, which require three numerical quantities to define them. 

The invention of the calculus of Quaternions is a step towards 
the knowledge of quantities related to space which can only be com- 
pared, for its importance, with the invention of triple coordinates 
by Descartes. The ideas of this calculus, as distinguished from its 
operations and symbols, are fitted to be of the greatest use in all 
parts of science. 

We may imagine another step in the advancement of science 
to be the invention of a method, equally appropriate, of conceiv- 
ing dynamical quantities. As our conceptions of physical science are 
rendered more vivid by substituting for the more numerical ideas of 
Cartesian mathematics the geometrical ideas of Hamiltonian mathe- 
matics, so in the higher sciences the ideas might receive a still higher 
development if they could be expresses in a language as appropriate 
to dynamics as Hamilton’s is to geometry.” 


Lawvere i: “Any specific space will have variable quantities. 
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In fact, for many purposes in mathematics, that is the main reason 
why we have spaces as domain of variation. Why are there different 
spaces? Because there are different degrees or qualities of variation 
of quantities that are possible. So, a space is a domain of variation 
for quantities. But then, different kinds of variation are possible over 
that particular domain space. Different kinds of quantities, and this 
is the kind of classification that Maxwell refers to; classification that 
has many dimensions, many directions.” 

Lawvere 教授 提出 划分 量 和 数量 {不 仅仅 是 物理 量 ) 为 inten- 
sive 和 extensive quantities. 他 说 ， 这 两 个 概念 自 中 攻 纪 就 有 ， 它 
们 甚至 出 现在 黑 格 尔 的 哲学 著作 中 ， 但 不 知 为 什么 只 有 在 不 动 力 
学 中 提 到 它们 . 

下 面 是 intensive 和 extensive quantities 在 物理 学 中 的 一 些 例 
子 : 


Intensive Extensive 


Intensive Extensive 


体积 RAR RA Aa 
能 最 特 跌 能 量 
质量 RETR 


i FEIRA 


这 里 “特殊 ”是 指 “ 每 单位 质量 ", 如 特殊 体积 一 BD Rr n B 
aR. 


一 般 来 说 ， intensive quantities 是 extensive quantities H tt 
值 . 当然 有 时 有 的 intensive quantities 被 当 作 基本 的 ， 出 如 压力 . 

Extensive quantities 是 与 空间 有 关 的 (extension), 它们 与 空间 
的 度量 有 关 . 有 的 人 说 , 如 果 你 把 一 个 质量 (mass) 分 成 两 半 , 那么 
extensive quantities 也 分 成 两 半 ， 而 intensive quantities HAR. 
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Extensive quantities RA M, FAA. Intensive quan- 
tities 不 仪 可 加 , TARR, 并 且 具 有 乘法 . 一 个 空间 上 的 intensive 
quantities 通常 形成 一 个 代数 , 而 extensive quantities 形成 一 个 模 . 

Extensive quantities Æ H Ẹ 4) (covariant), 而 intensive quanti- 
ties 是 反 变 的 (contravariant). 

fio X 是 一 个 拓扑 空间 .到 其 上 的 及 adon measures with com- 
pact support 交 extensive quantities, 记 为 Wi{A). X F Ah intensive 
quantities 是 X 上 的 全 体 实 值 连续 函数 , Ba CX). R 是 实数 ， 
WY R(X) 是 一 个 只 - R, CX) 是 一 个 BR- 伐 数 . 如 果 了 是 一 个 从 
空间 X 到 空间 站 的 一 个 连续 耳 数 ，f 导致 有: MYX) — MY), 

. JB) = (J B)), 这 里 p € MX), B 是 X 的 一 个 可 度量 
子 集 (measurable set); 并 且 f 还 导致 产 : CY) — (X), 对 于 
g E€ C(Y), Fig}=go f € C(X). 

当然 quantities 的 值 不 应 当 只 是 一 维 常 数 ， quantities 的 值 应 
当 具 有 维 数 , 它们 应 该 也 构成 一 个 范畴 . 如 前 面 提 到 的 结合 于 空间 . 
范畴 的 线性 范畴 R. 可 以 是 卫 - 空间 上 的 quantities 的 值 构成 的 
HE. 

这 于 为 简单 起 见 ， 我 们 只 考虑 以 一 维 常量 为 值 的 quantities. 

这 样 9 以 及 C 成 为 从 拓扑 空间 的 范畴 Top 到 线性 范畴 L(A 
in L = R-mod) fF. Intensive quantities AF C 是 下 代表 
的 {representable)， 由 实数 空间 R 代表 ， 即 对 任 一 拓扑 空间 X, 
C(X) =Top(X,R). M E Top SL MEF, 而 C 是 Top BL 
HS EAF. 

Extensive quantities A $ & (total value). 因为 D 中 有 
terminal object 1, AfE— D- 空间 X 到 1 有 唯一 态 射 ， 记 为 
X: X — 1， 这 个 唯一 态 射 导致 extensive quantities 的 总 量 . 
例如 D =Top: 
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- — s ws 


MiX) OR) = 
H — gu(X) € R. 


而 对 intensive quantities, ME £$ X: X — 1 导致 
R = C(1} — CCX), BEARRA. 
对 于 extensive quantities M, X HAr: 1 — X 导 臻 一 个 所 
iA? Dirac 函数 ó... 
êz: R= SR(1) ——+ M(X) 


Te rr 


r, Bees 
0, #e¢B 

而 对 intensive quantities C, z: 1-— X SRR evaluation wma 
eVr, 


ró. (B) = I 


evr : C(X) C(l) = 
F = eu (f) = fie). 


Extensive quantities 和 intensive quantities 之 间 有 一 种 bilinear 
pairing 关系 . 这 种 关系 对 不 同 的 空间 范畴 D 有 不 同 的 具体 解释 . 
例如 D =Top， 对 拓扑 空间 X, 这 种 bilinear pairing 关系 是 一 个 
bilinear BRAT: 

M(X) x C(X) —— R 
(u, f) c fy fdp ` 
MOBE—2p, m(x) 是 一 个 C(X)- 模 
MCX) x C(X) —— MX) 
(u, f) — H: f 

对 X 的 一 个 可 度量 子 集 B, p- F(B) = fy £ du. 

对 拓扑 空间 X, 我 们 取 intensive quantities 4 C{X) = Top(X, R), 
FE HLS Top 内 没有 任何 限制 ; 而 对 extensive quantities M(X) 限制 
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A Radon measures with compact support. 这 样 , 这 种 模 结 构 (mod- 
ule structure) BER ARR. MAR ACD RRA ARE (例如 Bourbaki) 
Kl COX) 为 有 compact support 的 连续 函数 ， 而 对 MX) 却 没 有 
任何 限制 ， 这 样 ， 这 种 模 结构 和 的 存在 是 一 个 真正 的 问题 . 

在 这 些 书 中 ， 要 求 院 个 空间 之 间 的 映射 必须 是 proper, 即 紧 集 
(compact set) 的 逆 象 仍 是 紧 的 {但 一 般 连 续 也 数 并 不 满足 这 一 条 】. 
这 样 ，intensive quantities HARA AH, 而 空间 范 畏 将 没有 terminal 
object, AA X — 1 Æ proper (R44 X BEB. 

一 个 空间 X 上 的 extensive quantities #-4:— EAE Rae GE 
SOE X 的 子 集 上 的 函数 ), AI ESL, C% 表示 由 smooth 
manifolds (C™~ 空间 ) UA C™- 映射 构成 的 范畴 ， C” 在 物理 
学 中 比 范畴 Top 有 更 多 的 应 用 ， 一 个 Cr- 空间 X 上 的 extensive 
quantities 可 以 取 X 上 的 currents, 而 intensive quantities 则 是 X 
上 的 differential forms. Currents 和 differential forms 都 是 有 维 数 
(dimension) 的 . 

X LA R 4 differential n—form 是 一 个 fbrewise mul- 
tilinear alternating map 


w: TX xy TX x... xx TX GR 


HTX E X BJ Tangent space, TX xy TX x... xx TX 是 
TX — X Ëj n-fold pullback. 

用 E"(X) 表示 X 上 R Ë differential n-form, EHX} 是 一 个 
R- 模 (实际 上 是 一 个 R- KR. 

X 二 的 一 个 R- 值 n-(compact) current y 是 一 个 R- 线性 喘 
Wy: E"(X)— R. 

用 E,(X) ÆR X . R fA n-currents, E, (X) 是 一 个 R- B. 
对 任意 n, E") 和 E,( ) 是 从 范畴 Ce 到 范畴 L = R-mod Bj p 
F, E"() 是 反 变 函 子 ， 而 F.C) 是 协 变 函 子 . 
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ee aaa — anna a= RE e mem ae a a 


Ea( X) 是 一 个 E(X) Æ. 让 7 为 一 个 mcurrent， uu 为 
differential n-form. 那么 :tw 是 一 个 新 的 n-current. 即 是 一 个 从 
E(X) A| R 的 R- 线性 映射 . 


y wu) = y(auuo) 


因为 EX) 是 一 个 R- 代数 ， 所 以 两 个 differential forms 的 乘积 
wv 信 是 一 个 differential form. 
通常 用 积分 表示 current 和 differential forms 之 间 的 bilinear 
pair relation: 
E(X) x E"(X) — R 


(w) — ys) = fw 


同样 ，homology 是 extensive quantity 而 cohomology 是 inten- 
sive quantity, homology 是 协 变 的 ， cohomology 是 反 变 的 .1943 
Æ, Eilenburg 和 MacLane 证 明了 cohomology 在 homology 范畴 
内 是 可 以 代表 的 ， 即 由 Eilenburg-MacLane spaces Kir, n) 代表 ， 


H"(X,T) = [X, Kin, nl]. 


以 Lawvere 教授 为 代表 的 一 批 数 学 家 对 什么 是 数学 基础 ， 以 
及 为 什么 要 研究 数学 基础 是 非常 明确 的 . 

数学 基础 必须 为 一 切 需 要 数学 的 专业 人 员 服 务 ， 为 湾 清 和 入 
化 他 们 的 学 习 、 发 展 和 应 用 数学 的 过 程 服务 . 

他 们 提出 的 观点 , 理论 很 多 尚 不 完善 ， 处 于 发 展 探索 阶段 . 但 
是 这 些 理 论 的 重要 性 正在 逐渐 被 大 们 所 认识 . 

几 年 前 ， Schanuel 教授 在 他 的 课 上 讲解 Lawvere 关于 微分 几 
何 学 的 一 些 观 点 理论 时 说 到 , 我 们 并 不 期 望 去 说 服 我 们 的 祖父 们 ， 
报 报 们 去 理解 这 些 理论 ， 但 是 我 们 的 儿子 们 和 和 孙子 们 将 会 学 习 研 
究 这 些 对 他 们 来 说 习以为常 的 观点 以 及 理论 . 


piri ee —— s _  ____ 
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第 21 章 


Topos 理论 以 及 范畴 论 
的 哲学 意义 


70 #2484) Lawvere, Tierney 提出 topos 的 概念 ， 20 多 年 来 
topos 理论 和 与 其 相关 的 领域 有 很 大 发 展 ， 其 重要 意义 被 越 来 越 多 
的 人 认识 到 . 各 家 出 来 给 以 不 同 的 解释 ， 一 种 流行 的 观点 是 topos 
理论 是 集合 论 的 延伸 和 扩展 ， 它 为 直觉 逻辑 提供 了 模型 . 这 种 观 
点 只 说 明了 topos 理论 在 一 方面 的 作用 . 若 认为 topos 理论 的 起 源 
是 为 了 推广 集合 论 (如 Goldblatt, € Topoi 》), 那 就 是 错误 的 了 . 
Colin McLarty 在 1990 年 英国 哲学 科学 杂志 上 有 一 篇 文章 对 这 一 
问题 做 了 专门 论述 13]. 

Topos 理论 的 哲学 意义 在 于 把 “变化 ”直接 引入 数学 .通常 集 
合 的 范畴 是 常量 的 范畴， 面 一 个 tops 是 具有 某 种 内 结构 的 变化 
的 空间 或 量 的 “集合 ”的 范畴 ， 这 就 为 直接 地 更 深刻 更 精确 地 描述 
客观 物质 世界 ， 为 物理 学 提供 了 更 有 效 的 数学 模型 .范畴 论 ， 尤 其 
是 topo 理论 把 辨证 法 引入 数学 以 及 与 数学 有 关 的 科学 , 使 和信 们 能 
用 具体 化 数学 化 的 瓣 证 法 去 指导 自己 学 习 运 用 发 展 数 学 的 实践 
这 正 是 Lawvere 意义 下 的 数学 基础 (foundation of mathematics). 
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Lawvere XJI fe — F E BH BAB i AAA. 他 认 
为 传统 的 数学 基础 的 研究 只 是 数学 的 一 个 分 支 , 即 subjective logic, 
而 不 是 数学 基础 他 认为 数学 基础 应 该 帮助 人 们 对 数学 有 一 个 整 
体 的 了 解 , 教 给 大 家 一 定 的 看 问题 分 析 问 题 的 方法 ,以 指导 大 们 去 
学 习 应 用 发 展 数学 . 而 范畴 论 ， tops 理论 正 是 具有 这 样 意义 的 
foundation 的 一 部 分 ， 

1989 年 夏天 在 英国 剑桥 大 学 举行 的 一 个 讨论 范畴 论 的 哲学 意 
SSi Lawvere 说 ， Why must we study the foundation of 
mathematics? Why must we study the history of mathematics? Ac- 
cording to my interpretation we must study the history of mathe- 
matics in order to arrive at the foundation of mathematics, in order 
to discover the laws of the development of scientific thought, objec- 
tive ag well as subjective. Why must we know these laws? Above 
all to arrive at a position from which we can teach these laws. And 
why teach them? In order to assist the learning, development and 
utilization of mathematics itself, that is the science of space and 
quantity. 

这 章 分 为 三 节 ， 1. Tops 理论 和 范畴 论 的 唯物 论 的 意义 ， 2. 
变化 与 联系 ， 3. 辩证 法 的 形式 化 - 


81 Topos 理论 和 范畴 论 的 唯物 论 的 意义 


17 世纪 和 牛顿、 莱 布 尼 花 创立 的 微 积 分 在 当时 并 不 严格 ， 没 有 
极限 的 定义 . 但 是 运算 简便 ,利用 微 积 分 求 导 为 物理 量 的 计算 提供 
了 很 大 方便 . 后 来 被 积 分 的 进一步 发 展 要 求 严格 化 . 集合 论 的 引进 
是 数学 发 展 的 一 个 进步 ,是 数学 严格 化 的 要 求 . 随 着 数学 的 不 断 发 
展 ， 以 集合 论 为 基础 的 数学 却 肉 超出 它 的 许多 局 限 性 . 极 据 集合 
论 将 一 个 空间 (物理 实体 ) 分 为 孤立 点 的 集合 ， 然 后 放 入 某 种 数学 
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结构 将 这 些 点 粘 起 来 ; SOA Ee iA TE E ab, 
再 用 极限 过 程 将 其 连续 起 来 . 这 使 很 多 运算 变 得 很 复杂 . 这 在 研究 
较为 简单 的 牛顿 力学 刚体 运动 时 起 了 很 好 的 作用 ， 人 得 在 进一步 研 
究 连 续 力 学 时 , 状态 空间 是 复杂 的 微分 流 形 ， 讨 论 微 分 流 形 上 的 微 
分 积分 , 讨论 踊 形 闻 的 相互 关系 时 ， 再 完全 还 大 到 三 立 点 间断 运动 
的 作法 就 非常 不 实际 , 甚至 行 不 通 , 对 进一步 发 展 起 来 的 连续 变化 
的 数学 结构 如 复 盖 空间 (covering space), Æ (sheaf), 向 量 从 (vector 
bundle), 切 向 量 只 (tangent bundle) 等 用 这 种 集合 论 还 源 法 是 非常 
困难 的 . 怎样 使 变化 的 数学 结构 的 研究 旗 有 严格 的 数学 理论 ， 又 有 
Hi, RR BOM h] ROR Mk, 使 之 能 为 物理 学 及 其 他 科 
学 提供 更 深刻 更 精确 地 反映 客观 世界 和 的 ， 有 决定 性 、 抽 象 性 、 一 般 
性 关系 的 数学 模型 ， 就 成 为 问题 . 

Topos 理论 的 引入 正 是 基于 这 一 考点 . 把 具有 内 结构 的 空间 ， 
把 连续 变化 的 物理 对 和 象 直 接 作为 研究 对 象 , 作为 几何 实体 ,， 用 几 条 
箱 单 钓 公理 对 空间 的 范畴 和 量 的 范畴 加 以 规定 ， 而 不 用 还 原 到 集 
Sit. 这 样 ， 连 续 映 射 或 其 它 具 有 很 好 性 质 的 映射 如 可 微分 ， 光滑 
映射 等 就 成 为 范 团 内 的 有 映射， 而 不 用 另 加 复杂 的 规定 ， 

“The theory of topos is a basis for the study of continuously 
variable structures, as classical set theory is a basis for the study of 
constant structures” (Lawvere, Continuously variable sets; Algebraic 
geometry=Geometric logic, Proceedings of the Logic Colloquium, 
Bristol, 1973, North-Holland) 

整个 科学 发 展 的 图 象 是 外 部 运动 着 的 物质 世界 与 人 脑 这 一 思 
考 着 的 物质 的 相 瑟 作用 . 人 脑 思 考 的 功能 就 是 要 找 出 世界 发 展 及 基 
一 具体 过 程 研究 对 象 的 有 决定 意义 的 、 抽 象 的 、 一 般 的 半 系 (deci- 
sive, abstract, general relation), 对 此 进行 学 习 研 究 ， 而 抽象 的 一 般 
的 关系 往往 表现 为 数学 关系 ， 以 数学 手段 对 这 些 关 系 加 以 研究 得 
出 结论 用 以 指导 人 类 的 生产 实践 活动 与 对 自然 界 的 进一步 认识 
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数 掌 是 人 类 对 空间 形式 和 数量 关系 以 及 它们 的 联系 与 转化 的 
研究 的 科学 ， 范 上 畴 论 为 从 整 钵 上 研究 空间 形式 与 数量 关系 的 联系 
与 转化 提供 了 一 个 有 力 的 工具 . 范畴 论 强调 要 真正 认识 基 一 数学 
结构 不 能 只 是 静止 地 孤立 地 研究 这 一 数学 结构 ， 更 重要 的 是 通过 
了 解 这 一 结构 与 其 他 结构 的 联系 及 转化 加 以 研究 ， 为 了 更 精确 地 
用 数 掌 反 上 映 这 些 决 定性 、 抽 象 性 、 一 般 性 的 关系 ， 尤 其 在 物理 学 上 
的 关系 ,就 需要 一 个 卡 氏 积 封 闭 的 (cartesian closed) 范畴 ， 即 要 求 
函数 空间 的 存在 ; 为 了 直接 地 而 不 是 回 到 集合 论 去 化 分 析 , BRE 
理 就 需要 有 真 值 对 象 (truth value object); 为 了 能 作出 各 种 数学 结 
构 与 范畴 内 及 范畴 之 间 的 很 多 数学 构造 就 需要 有 有 限 极 限 与 上 要 
E FARR, FRR, FAR, KER topos 定义 中 
的 三 条 公理 .下面 分 别 对 这 三 条 公理 却 以 说 明 . 

在 最 并 始 的 的 topos 定义 中 , 有 限 上 极限 的 存在 是 作为 一 条 公 
理 给 出 的 . 后 来 证 明 由 topos 的 其 它 三 条 公理 可 以 推出 有 限 上 极限 
的 存在 . 

极限 或 上 极限 是 一 种 具有 universal mapping 性 质 的 结构 ， 在 
— AUS CA, 车 任 一 对 具有 相同 定义 域 与 codomain 的 映射 都 具 
有 equalizer, 并 且 有 限 线 积存 在 , 那么 可 推出 在 这 一 范畴 C 内 任意 
有 限 极限 存在 . 特别 terminal 对 象 存 在 ， 两 个 对 象 的 卡 氏 积存 在 ， 
于 是 可 以 在 C 内 直接 定义 如 半 群 ， 群 ， 环 ， 模 等 代数 结构 ， 范 团 
内 与 范畴 之 间 的 不 少 概念 构造 ， 如 fiberization, iF 3 (orthogonal), 
comma #289, Kan extension, 以 及 范畴 的 各 种 内 结构 ， 内 逻辑 的 
一 些 相 应 的 概念 与 构造 ， 者 需要 不 同类 型 的 极限 ， 上 极限 . 


卡 氏 积 闭合 即 要 求 通 数 空间 在 范 栈 内 存在 .” 区 Y 是 两 个 空 
i, X 到 Y 的 全 体 (连续 ) 映射 YX 也 是 一 个 空间 YX 称 为 函 
Heh, FA Zx X BY 的 映射 一 一 自然 对 应 于 名 到 YX 的 映射 


364 


ZxX — Y 


Z —— YX 


这 正 是 泛 函 分 析 的 基本 要 求 .又 如 在 物理 中 E 是 一 般 物理 空 
jJ, ta = Hekk SH, B 代表 一 个 特殊 的 物体 ， 全 是 一 维 时 间 . 这 
BTE E-PASS: BxT 3 EAT OH BES 
百 中 的 运动 ， Fiz, 妇 告诉 我 们 在 时 刻 上 物体 妃 上 z 点 在 空间 E th 
的 位 置 . 有 时 我 们 需要 将 B 的 这 一 运动 RBH f: B 一 } ET, k 
里 PT 是 一 个 函数 空间 ， 它 代表 E 上 所 有 可 能 的 点 的 运动 轨迹 ， 
ET 独立 于 BHEE. 通过 函数 了 可 以 强调 B 上 每 一 点 的 运动 轨 
迹 ， 有 时 又 需要 将 f 描述 为 1: T — EB, 这 里 EE 岂 是 函数 空 
A, 是 物体 B 在 空间 曲 中 所 有 可 能 占据 的 位 置 , 它 独立 于 和 时间 T. 
JO RAHENA t, BEE THRE. BRS 和 它 的 不 阅 表 现形 式 
f. f 都 是 物理 学 中 ， 泛 函 分 析 中 斯 必需 的 县 习以为常 的 . 

一 个 对 象 A 的 子 对 象 构成 一 个 preordered PA. Topos 有 
真 值 对 象 Q 这 使 得 X 的 子 对 象 成 为 可 代表 的 (representable), 这 
就 是 说 ， X 的 一 个 子 对 象 4 -3 X 对 应 于 一 个 从 三 E ü 的 映射 
Ya: X — R, | 


这 是 一 个 pullback A. MBF topos 是 卡 氏 积 闭合 的 ， 所 以 
KAEN OF 是 X 的 子 对 象 的 对 象 (不 是 集合 ). 人 本 身 是 一 个 内 
Heyting RAR, QHA: O x NG, FV: GQ x Q — Q, 
香 定 a: Q — Q, Heyting 运算 = Ox — Q, 这 些 运 算 
与 特征 函数 paye HAM, BX THR AAB, À v B, mA, 
A= B. z -1 与 t: 1 -全 ( 真 ) 了 :1 — Q (E) 的 合成 给 出 
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meara- = rt — 


QX 中 的 真 ty (2H), 假 fx (SR). atë QX 成 为 一 个 内 Hegting 
民 数 对 象 ， 这 就 是 说 对 这 个 topos £ HHE HR Y, Y ao w 
所 有 映射 E(Y,O*) 是 一 个 Heyting 代数 .由 于 一 般 topos 中 的 真 
值 对 象 只 不 是 二 值 的 ， 即 一 般 topos 中 的 内 逻辑 不 是 经 典 的 (b 
RARR 所 以 选择 公理 ， 排 中 律 一 般 不 成 立 . 一 般 topos J ARH 
是 所 渭 的 直觉 (intnitionistie) (ER. 由 集合 及 其 映射 作成 的 范 
K SEET topos, 它 的 真 值 对 象 介 =2={ 真 , 假 }, 只 有 两 个 
E, WANAKA IER S HAR. 

范畴 论 的 基本 慨 念 驶 射 是 (广义 ) CR (请 参考 第 12 章 ， 及 本 
章 第 2 节 ), 映射 的 合成 给 出 元 素 的 归属 关系 ， 数 学 构造 的 存在 是 
具有 某 种 性 质 的 映射 或 函 子 的 存在 ;公理 定理 等 等 是 某 种 范畴 性 
质 的 构造 的 存在 以 及 映射 构成 的 图 形 的 可 换 ， 就 成 为 蕉 有 一 定性 
质 的 元 素 的 存在 以 及 元 素 的 相等 关系 ， 这样 一般 数学 家 所 习 以 为 
常 的 敢 辑 语言 , 即 用 元 素 隶 属 关 系 的 叙述 证 明 方法 ,只 要 注意 到 没 
有 用 到 选择 公理 与 排 中 律 , 就 可 以 完全 搬 到 任 一 topos 中 来 . HE 
续 变化 的 集合 的 范畴 (topos) 作为 连续 力学 ， 热 动力 学 以 及 其 他 学 
科 的 数学 模型 ， 就 与 用 常量 集合 作 的 数学 模型 具有 同样 直观 简 使 
的 方法 . 


92 ”变化 与 联系 


经 典 集合 论 的 基本 概念 是 元 素 以 及 元 素 的 归属 关系 . 对 数学 
结构 的 经 典 研 究 一 般 是 对 数学 结构 的 弧 立 的 研究 ， 后 来 由 于 不 同 
数学 分 支 方法 结 档 的 相互 渗透 ， 如 代数 拓扑 ， 代 数 几 何等 ， 就 需要 
了 和 解 相同 结构 和 不 局 结构 之 间 的 联系 与 转化 ,于 是 有 范畴 ， 画 子 ， 
自然 变换 等 概念 的 提出 ， 一 种 数学 结构 与 保持 此 种 结构 的 映射 构 
成 一 个 范畴 ， 如 代数 结构 : A, WM. RR. ABSA, RAS, 
几何 结构 ， 拓扑， 度量 空间 ， 可 测 空间 等 ， 与 保持 此 种 结 梅 的 映 庙 
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一 -rr 


构成 所 谓 具体 (concrete) 范畴 . 不 同 数学 结构 之 间 的 转化 成 为 范畴 
ZIM pA. WHA (fundamental group), li bilder. 4 
PRICK RMS. PRI AKA Be TE RE. 

SERORA ZIRT. X 是 一 个 集合 ,XX 的 -- 
个 元 素 x€ 苹 是 由 -一 个 元 素 的 集合 1 到 区 的 一 个 映射 3: 上 一 全 于. 
对 于 一 个 数学 结构 如 群 、 环 ， 拓 扑 空 间 等 ， 只 知道 它 的 元 素 是 这 远 
不 够 的 ， 要 描述 它 的 内 部 结构 ， 元 素 的 内 育 性 (coherence), 需要 了 
解 其 他 对 村 到 它 以 及 它 到 其 他 对 象 的 映射 ， 例 刀 X 是 一 个 拓扑 罕 
fa]. it S 为 Sierpinski 空间 ， S 有 两 个 元 素 {0,1}, 其 中 {0} 是 开 
集 ， {1} BAR. Di X BS 的 一 个 连续 映射 对 应 于 七 的 一 个 
AR, X 到 S 的 连续 映射 的 集合 Top(X,S) 给 出 X HHA 
HRS. 一 个 可 三 角 化 (trianglzation) 的 拓扑 空间 , 它 的 拓扑 结构 
可 以 由 {n-cel |n = 0,1,2,---} 到 它 的 连续 映射 所 决定 . 

把 映射 作为 基本 概念 ，Lawvere 在 1964 年 给 出 与 经 虎 集合 论 
公理 等 价 的 集合 论 范畴 的 公理 OM 1) 

在 任 一 范畴 C 内 ， 我 们 定义 由 C PERRY BX 的 一 个 
mapa: Y —+ X BX 的 一 个 广 广元 素 (generalized element), id 
为 z € X. 3 RASA AGR. 这 样 我 们 可 以 说 X 由 它 
的 元 素 所 决定 . 

70 年 代 初 ，Lawvere 和 Tierney 提出 topos 的 概念 . 一 个 topos 
从 革 种 意义 上 说 是 一 个 推广 了 的 集合 论 ， HAEE UTERE 
可 以 造 用 人 们 已 热 还 了 的 经 典 集 合 论 的 元 素 归 属 的 语言 去 描述 数 
SMAI, X IH topo MH BRR TE, FO OE. 

Re 3 Ap ee ie — Pf BMRA! adjoint functors， 在 代数 中 
Gp 是 群 与 群 间 态 的 范畴 ， 是 集合 的 范畴 . U: Gps—SA 
forgetful HF, U 的 left adjoint F: S — Gps Bl] £ A HRT. 
B E-S, F(P) 就 是 PERN B H. 这 对 于 其 它 一 些 数 
学 结构 的 “自由 ”构造 也 是 对 的 ， 自 由 构造 定义 为 到 S 的 forgetful 


367 


HTH left adjoint. 


ik Ab HU MEH. i: Ab — Gps BRA. if} left 
adjoint 是 所 谓 commutator 


G —+ G/IG, Gl. 


EJLA P, Top Aiia AAEE. X 是 一 个 拓 
SEH, B 是 一 个 集合 . 

discrete: S —— Top, discrete( B) 具有 离散 拓扑 ， 

codiscrete: S — Top, codiscrete(B) 具有 非 离散 拓扑 ， 

pt: Top—> S, pt(X) 是 拓扑 空间 X 的 点 的 集合 . 

这 里 ， codiscrete 是 pt 的 left adjoint, 而 pt Jë discrete 的 left 
adjoint. 

ERALA h, K 是 一 个 代数 闭 域 ， Alex 是 五 ERB 
Wi, Scheme 是 K 上 scheme 的 范畴 、 可 换 环 的 spectrum 构造 给 
出 从 K- 代数 到 Scheme 的 一 个 范 子 ， 而 global section ATT 给 
出 从 Scheme 到 K- 代数 的 一 个 函 子 . 

Spec 
Ale% Scheme 

r 


spec 是 工 的 left adjoint, 这 给 出 了 代数 与 筷 何 之 间 航 一 个 联系 . 

我 们 看 到 很 多 散 学 结构 如 commutator, RRM, MRA 
3F, spectrum 等 等 本 身 就 是 函 子 ， 即 是 一 个 上 映射， 又 如 G 是 一 个 
群 ，G 作用 在 一 个 集合 BL, B 成 为 一 个 Geet. 车 G 是 不 可 换 
WH, Æ Get REAT B: G — S, t Gat AAT B: GP — 5. 
G-set 之 间 保 持 G 作用 的 映射 即 为 相应 函 子 之 间 的 自然 变换 , 模型 
BAP DER GE) 到 S 或 其 它 范畴 的 具有 一 定性 质 的 函 子 . 
例如 代 艇 理论 的 模型 一 般 是 要 求 这 个 函 子 保持 乘积 、 而 模型 之 间 
的 映射 成 为 相应 函 子 之 则 的 自然 变换 ， 
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83 ”辨证 法 的 形式 化 


这 蛙 不 去 一 般 地 讨论 这 一 问题 ， 而 是 讨论 辩证 法 的 一 些 基本 
范畴 在 topos 理论 中 的 具体 体现 ， 以 及 对 这 些 基 本 范畴 的 理解 带 
来 的 对 数学 学 习 研 究 的 指导 意义 .这 些 基本 范畴 和 包括， 特殊 和 一 
i, 空间 积 数 重 , 5] 32 RS AWE (extensive quantity and intensive 
quantity). 

(1) 一 个 topos MIA FR AULA ADEE. 从 几何 意义 上 
说 topos 有 丙种， 一 种 是 作为 一 个 特殊 空间 的 topos, Bl i — Ati 
th lal X 上 的 sheaf 构成 的 范畴 Sh(X), 或 空间 X 上 的 从 (bun- 
dle) £/ X; 二 是 作为 一 般 空 间 的 范畴 , 如 Jobnston topos( 拓 扑 空 间 )， 
Grothendieck 的 解析 空间 的 范畴 , 组 合 (combinatorial) 空间 的 范畴 
等 . 作为 特殊 空间 的 topos 与 作为 一 般 空间 的 topos 有 很 不 相同 的 
性 质 ， 这 可 以 用 一 组 公理 来 区 别 . 

我 们 知道 从 拓扑 空间 与 连续 冉 射 的 范畴 Top 到 集合 的 范畴 S 
有 一 个 forgetful MT (MPRA ART pt) re: Top — S. WR 
B 是 一 个 集合 ， 有 两 种 不 同 的 方法 去 构造 互 上 的 平凡 拓扑 (trivial 
topology). 一 种 是 离散 拓扑 即 B 中 每 一 点 都 是 一 个 开 集 ;， 另 一 种 
是 非 离散 拓扑 即 B 中 所 有 的 点 都 被 烙 在 一 起 ， 开 集 只 有 全 集 和 空 
E. 具有 非 离散 拓扑 的 空间 又 称 为 chaotic 空间 ， 因 为 所 有 的 点 都 
被 粘 在 一 块 ， 关 于 空间 本 身 结 构 的 任何 信息 都 得 不 到 ， 所 以 空间 
是 混乱 的 .这 里 记 离散 空间 函 子 discrete 为 I, ARS MMT 
codiscrete 为 T'. 这样 Tt 是 D, 的 left adjoint, T, Æ T' 的 left 
adjoint. 


一 般 S 上 的 topos £ ABA £ 到 S 的 一 个 forgetful AF 
LT. : E — S, UR “RAS BT: S- E, BER- EA 
“ 非 离散 空间 ” ATI AREH T, 有 left adjoint 了 *, 但 一 不 定 有 
right adjoint F'. fiji topos Sh(X) 就 不 具有 T. 这 样 作 为 一 般 空 
la) topos 第 一 条 公理 就 是 “ 非 离 散 空 间 ”" ATE 存在 - 

第 二 条 公理 是 为 从 量 的 空间 到 质 的 空间 的 转化 即 同 伦 (homo- 
topy) 的 构造 所 必需 的 . 拓扑 空间 的 同 伦 群 (基本 群 ) 给 出 了 拓扑 空 
闪 的 一 个 不 变量 . 用 同 伦 的 概念 可 以 区 分 具有 不 同 连通 性 这 样本 
质 不 同 的 空间 .两 个 拓 扩 空间 X,Y 是 同 伦 等 价 的 若 它们 有 同 构 的 
HER ARARSA r ERRAR. 这 样 就 有 从 
量 到 质 的 转变 ， 从 拓扑 空间 的 范畴 Top 过 渡 到 同 伦 等 价 空间 的 范 
We [Top]. 在 [Top] 中 同 伦 等 价 的 空间 革 看 为 同一 个 空间 ， 而 映射 册 
是 连续 映射 的 同 伦 类 ,这样 同 伦 的 概念 是 一 般 空 间 的 topos 所 应 具 
有 的 概念 . 同 伦 的 概念 在 一 般 空间 的 topos £ 中 就 成 为 要 求 连通 分 
$T (connected component) m 存在 ， 并 且 z RRA RRA. 
连通 分 支 函 子 ro 5 88 A I" 的 left adjoint. £ 中 两 个 空间 
X,Y 车 具有 同样 的 连通 分 支 空间 mo (X) & mol), BB X,Y ERE 
范畴 |£] PW. X BY HARAN YX ES z (Y2) 正 
是 专 到 站 的 连续 映射 的 同 伦 类 空间 .由 于 ro 保持 乘积 ， 这 样 就 
有 


mp(¥* x ZY) = mo(Y2) x taZ"), 
这 给 出 了 同 伦 类 的 复合 
al ¥*) x za (ZY) = z6 (YX x ZY) -一 mə (Z?) 


一 般 空 间 的 topos £ 过 渡 到 它 的 同 伦 类 的 范畴 [E], E] 和 2 具有 同 
FEMI HR, B [E](X TY)] = m (Y). 

第 三 条 公理 是 要 求 真 值 对 每 是 简单 连通 的 ， 即 m(Q)=1. 这 
样 对 于 和 任 一 空间 X, wo(N*) = 1. 因为 从 任 一 空间 X 有 一 自然 后 
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A X 30%, X n 1IK A TARAA QX. 这 样 就 把 布尔 
fA KJ topos 排除 在 外 ， 因 为 对 布尔 值 的 topos, Pit E Sr B aW S. 
Q=2=1+tŁ, M moll + 1) = rall) + roll}. 

一 般 空 间 的 topos 的 一 个 简单 例子 , 让 A = {1,00,0)} 是 三 个 
元 素 的 有 单位 元 的 半 群 (monoid), 0;0; = 0;, í = 0,1. RARE 
暑 SA” 是 满足 一 般 空 间 topos 的 三 条 公理 的 5S” 中 的 对 象 称 
为 reflexive graph. 

一 般 空间 的 topos £ 和 一 个 特殊 空间 的 topos, 如 £ rp 3k — = 
E X 上 sheaf 构成 topos Sh(X) SHAK, WARS BES N) 
Z BJ hy EAL eR R: — XJ adjoint iF 

€ LZ WX} 
fs 

这 里 六 E— TRA, W f° ATI sheaf (R. f, f* 是 f. 的 left 
adjoint. 

这 样 在 为 物理 学 ， 计 算 机 科学 等 学 科 中 的 问题 选择 数学 模型 
时 ， 就 能 根据 问题 性 质 选 择 一 般 或 特殊 空间 的 topos. 

(2) ZEA ( 数 ) 量 (space and quantity) 

我 们 生活 于 物质 世界 上 并 能 在 其 中 运动 , 这 称 为 空间 ; Mies 
的 结果 称 为 ( 数 ) 量 . 

空间 是 几何 性 质 的 ， 这 里 包括 作为 一 般 空 间 的 范畴 与 作为 特 
殊 空 间 的 范畴 . 几何 图 形 是 满足 分 配 律 的 ， Ax (B+ C)= (A x 
B)+ (A x C). 这 里 

Ax B ÉE A B RAGA (product), 

A+ B E À S BBA (coproduct). 

当 热 在 不 间 的 范畴 中 乘积 与 和 的 构造 不 同 ， 例 如 在 拓扑 空间 


HIENE Top 中 ， 乘 积 即 是 卡 氏 积 ， 而 两 个 空间 的 和 是 不 变 并 ， 例 
如 ' 
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A 是 直线 

B RER __, 
C 是 直线 — 
那么 下 图 给 出 Ax (B + C) 


但 这 正 是 {4 x B)+ (A x OY, WA 
Ax(B+C) (Ax B) t (A x O. 


一 般 空间 的 范畴 都 是 满足 分 配 律 的 .如 离散 空间 即 集合 的 范 
畴 ， 拓 扑 空间 的 范畴 ， 可 微分 流 形 的 范畴 ， 可 度量 空间 的 范畴 ， 组 
合 空 间 的 范畴 等 ， 一 个 推广 了 的 空间 如 拓扑 空间 X 上 的 sheaf 的 
范畴 Sh(X), X 上 复 盖 空间 的 范畴 都 反映 了 空间 X 的 性 质 ， 而 这 
些 广义 空间 的 范畴 也 蚌 满 足 分 配 律 的 . 

一 个 满足 分 配 律 以 及 以 下 几 个 性 质 的 范畴 D 称 为 一 个 分 配 范 
BẸ (distributive category), 

1) D/X 也 是 满足 分 配 律 的， 这 里 X 是 DD 中 任 一 对 象 ， 

2) 卫 /0 = 1, 

3) D/X x D/Y = D/(X +Y). 

每 一 个 topos 都 是 一 个 分 配 范 畴 分配 范 畴 是 空间 的 范畴 . 

一 个 空间 上 的 量 总 是 可 加 的 ， 并 县 共有 一 个 数 屁 运算 .例如 
一 个 空间 上 实数 性 质 的 量 7 与 一 个 实数 k 的 乘积 kr 仍 是 这 个 空 
间 上 的 一 个 羔 ， 这 样 量 的 范畴 具有 线性 性 质 ， 如 一 个 域 F 上 的 线 
性 空间 和 线性 变换 的 范畴 V =. 这 样 的 范畴 与 分 配 范畴 很 不 相 辣 ， 
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Be AAS AN REN TBE LBA aÓ 


首先 它 不 满足 分 配 律 . 例如 Ve, F 是 下 上 的 一 维 线 性 空间 ， 让 
A= B=C =F HEZ Ax (B+ O) = F x (F + F) = Fš, TI 
(Ax Bj+T(Ax C)]= (Fx F)+ (F x F) = Ft, XI NE Ve 中 
sel A HAEE PE H. 

一 个 可 换 环 R 上 的 模 的 范畴 R-mod 也 具有 与 YF 同样 的 线 
性 性 质 ， 拓扑 空间 X LX ARPA RRMA YER LC 
E, ZEE X EWS. 

这 样 量 (数量 ) 的 范畴 应 该 是 线性 的 .线性 范畴 的 公理 是 从 线 
性 空间 和 线性 变换 的 范畴 的 性 质 中 提炼 出 来 的 ， 线 性 范畴 的 公理 
有 两 条 : 

1) 1 == O, 

2) Ax B = À + B. 

除 线性 空间 和 环 上 模 外 ， 拓 扑 向 量 空间 ， borniogicai 空间 ， 
射影 模 的 范畴 ， 向 量 从 的 范畴 都 是 线性 的 . 

线性 范畴 的 第 一 条 公理 是 说 terminal object 1 与 initial object 
0 同 构 . 我们 称 这 个 对 象 为 零 元 素 ， 记 为 0. 零 元 素 具 有 性 质 ， 4 
是 这 个 线性 范畴 中 的 尾 一 对 象 ， 有 A 到 0 的 唯一 映射 并 且 有 0 到 
A 的 唯一 映射 

A—0 O0GA. 

若 刀 是 另 一 个 对 象 , 那么 存在 和 4 到 B 的 一 个 映射 Oa: 4 一 全 
0 — B. 由 和 的 性 质 , 我 们 知道 有 有 codiagonal BA} V: A+A — A, 
但 是 ALA AXA, 所 以 A 上 有 加 法 

AxAm#A+A—5A, 
— o 
+ 
而 04: 1s#n0 一 4 是 单位 元 .这样 4 成 为 一 个 monoid. 

如 果 f,g 是 BB 到 有 4 的 两 个 映射 ，f,g: B — A, 可 以 定义 

ftg=to(fxg): Bx B Ë$ AxA +s A, 9054: B — 0— A 
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FEM r u. 我 们 记 这 个 线性 范畴 为 工 , 那么 L(B,4) 是 一 个 monoid. 
加 以 认为 L{B, A) 是 一 个 量 的 系统 或 数量 系统 ， 就 像 LOR) 是 数 
量 系 统一 样 ， 这 里 R 是 实数 感 ， 在 几何 中 这 些 量 可 以 是 维 数 或 不 
同 的 张 量 从 等 ， 在 物理 上 这 些 量 可 以 是 质量 ， 长 床 ， 时 间 ， 密 度 ， 
压力 ， 能 量 等 等 . 

这 样 空间 的 范畴 是 分 配 范畴 ,而 量 的 范畴 是 线性 范畴 . 空间 的 
范畴 DD 与 量 的 范畴 工 的 基本 关系 是 ， 量 的 系统 LB, A) 也 是 一 个 
s=), EB L(B, A) # D 中 一 个 对 象 (这 正 是 函数 空间 的 意义 ). 而 
量 的 系统 的 复合 L(A, B) x L(B,C) > X(A,C) 也 是 D 中 的 一 个 
映射 ， 这 一 关系 又 称 为 线性 范畴 工 是 enriched in 空间 的 范 栈 D. 

量 RE) 在 空间 上 变化 、 这 里 空间 可 以 是 一 般 空 间 范 畴 的 一 
个 对 象 ， 也 可 以 是 一 个 特殊 空间 的 topos 如 Sh( X). 空间 起 的 作用 
AAT, 一 是 作为 运动 状态 或 运动 地 点 的 空间 ， 另 一 是 作为 变化 着 
HA (cB) 的 定义 感 ， 第 二 点 将 在 下 面 内 含量 和 外 延 有 是 中 作 进 一 
步 说 明 . 

(3) 内 含量 (intensive quantity) #l PF EE 8 (extensive quantity) 

一 个 空间 X 上 的 四 延 量 是 这 个 空间 的 整体 性 质 ， 如 物理 上 的 
体积 ， 质 量 ， 能 量 ; 数学 上 的 各 种 测度 等 ， 而 内 含量 是 一 种 局 部 的 
性 质 ， 是 定义 于 空间 上 每 一 点 的 函数 如 密 床 ， 光 订 ， 以 及 空间 X 
上 的 各 种 实 值 、 复 值 连续 、 可 测 函 表 等 ,内 含量 一 般 是 外 延 量 的 比 
值 ， 例 如 密度 是 质量 对 体积 的 比值 . 又 如 Radon-Nikodym 定理 : 
两 全 满足 一 定性 质 的 测度 的 比值 是 一 可 测 曙 数 . 

MEM RHEN: 了 是 从 空间 其 到 室 间 了 的 一 个 连续 映射 ， 
那么 了 会 导致 一 个 从 天 上 上 的 外 延 量 EX) AY WARES EY) 的 
eat 


Elf): E(X) — E(Y). 
而 内 含量 是 反 变 的 :同样 的 会 导致 一 个 了 上 的 内 会 量 CY) 到 
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x v wr s “mas - 


X 上 内 含量 C(X) 的 一 个 映射 
CF: CY) — C(X). 


更 一 般 地 说 , 一 今 外延 量 的 类 型 (type of extensive quantity) 是 
从 空间 的 范畴 D 到 量 的 范畴 L 的 一 个 保持 和 (coproduct) 的 协 变 
ATF E 保持 和 是 说 若 空间 X 分 为 两 个 不 相交 空间 X = X, + Xs. 
那么 E(X) = E(X,)+ EX2), X 上 的 一 个 测度 完全 由 这 一 测度 在 
ATES Sil Xi, X. 上 的 度量 所 决定 ， 

对 于 内 会 一 个 点 的 空间 L, 五 (1) S HX HERB ME. 
因为 从 任 一 空间 X 存 在 到 一 个 元 素 的 空间 1 的 唯一 映射 六 一 1 
这 样 就 有 映射 EX) 一 > £0), 它 给 出 空间 X 上 的 任 一 属于 这 一 
类 型 外 延 量 7 < E(X) MISA B. 

空间 X 上 的 任意 一 点 zz: 1 一 >》 针 给 出 天 上 的 一 个 Dirac W 


BE ó... 
ZORRI Hace B, 
0, # x€ B. 

一 个 内 食量 的 类 型 是 从 空间 的 范畴 D 到 量 的 范畴 工 的 一 个 
REATO. 对 于 一 个 元 素 的 空间 1, CO) 是 常量 ， 或 者 说 CH) 
是 这 一 类 型 内 含量 的 值 域 ， Cl) 常常 是 一 个 环 ， 空间 X 到 一 个 
元 素 空 间 1 的 唯一 映射 X — 1 导致 常量 C(1) 到 X 上 的 内 含量 
C(X) HRA CO) — C(X), 这 就 是 说 任 一 常量 (RAS) 也 是 一 
个 内 含量 . 

空间 X 上 的 任意 一 点 2 : 1 一 X, # C(X) 到 常量 C(1) 的 
一 个 映射 称 为 evaluation ev, : C(X) — C(1), ev, 将 和 上 的 任 一 
内 含量 gE C(X) EEE r 点 的 值 ev,(g) = g(z). 一 般 来 说 X 
上 的 内 含量 的 类 型 C(X) 是 一 个 环 . 

内 含量 与 外 延 量 的 基本 关系 是 ， 内 含量 作用 于 外 延 量 而 产生 
新 的 外 延 量 ， 例 如 在 活 函 分 析 中 上 是 空间 上 的 一 个 测度 即 一 个 
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HEE, j 玉 上 的 一 个 连续 实 值 或 复 秆 函数 ，g 是 内 含量 ， 这 
样 对 X KE WMS Si A, 定义 


n (A) = f gdy. 
4 
ia BAX 上 的 一 个 新 的 外 延 量 . Aig BER, 为 体 
积 测度 ， 那 么 上 是 质量 分 布 ， 

内 含量 与 外 延 量 的 这 一 关系 在 代数 拓扑 中 称 为 projective for- 
mula, 在 群 表示 诊 中 称 为 Frobenius reciprocity, 在 量子 力学 中 称 为 
covariance 或 canonical commutation relation. 内 含量 与 外 延 量 的 
这 一 关系 又 可 以 表示 为 外 延 量 E(X) R.N SB CX) 上 的 一 个 模 . 


O(X) x E(X) — E(X) 


(9) B) > Hg- 


XHRAAR RS ERRA RRA EMR. fli, X & 
拓扑 空间 . RRAZ EA X LA AEH C(X) = Top(X, R). 
这 在 拓扑 空 闻 和 连续 映射 的 范畴 Top 中 没有 任何 限制 .而 对 X k 
AU Sb ES BCX) 限制 为 Radon 测 魔 量具 有 紧 致 支撑 (compact sup- 
pert]， 这 样 如 上 的 这 种 模 结构 就 很 自然 ， 但 如 果 像 不 少 书 上 那样 
(例如 Bourbaki) 限制 内 含量 CCX) 为 具有 有 限 支 撑 的 连续 函数 ， 
而 对 外 延 量 不 加 限制 ， 那 么 这 种 模 结构 的 存在 就 成 为 一 个 问题 . 

当 由 量 的 空间 过 牙 到 质 的 室 间 时 ， 即 由 空间 的 范畴 D 过 渡 到 
同 伦 的 范畴 [D] 时 ， 空 间 X LW ASRS CSA X 
上 的 上 同调 (cohomology) 与 同调 (homology). 上 同调 是 内 含量 是 
反 变 的， 同调 是 和 外延 量 是 协 变 的 ， 并 且 上 同 询 作 用 于 同调 . 

其 它 关 证 法 的 范畴 如 Being 与 Becoming, 量变 与 质变 ， 抽 章 
与 具体 等 也 在 范畴 论 ，topos 理论 中 有 具体 体现 . 这 里 就 不 具体 讨 
ET. 请 见 全 ,图 BR SCM. 
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进 和 四 的 发 展 是 辩证 的 . 近代 科学 的 发 展 ,边缘 学 科 的 兴起 使 辩 
证 思维 成 为 必需 . JS AFLG, PF. HREH, adjoint functors, 
closed category, enriched category, topos 等 等 概念 ， 可 以 具体 化 形 
式 化 辩证 法 的 有 关 范 畴 , 和合 人 们 可 以 用 它 来 指导 自己 学 习 ， 应 用 ， 
发 展 数学 的 实践 . 

不 应 该 只 是 将 范畴 论 作 为 数学 的 一 个 分 笠 来 学 习 积 研究 ， 萄 
畴 论 还 是 一 种 方法 论 , 它 为 我 们 提供 了 一 种 从 全 局 , 整体 地 看 问题 
SP MBN AH, WMI ROHR, BH, BH LR. AMIE 
在 认识 到 范畴 论 是 现代 数学 和 与 数学 有 密切 联系 的 学 科 的 语言 和 
语法 . 
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